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Om ett vetenskapligt arbete ännu lång tid efter dess författande läses
af många, synes man med skäl hunna påstå, att det äger ett sällsynt
värde. Detta blir i högre grad förhållandet, ju äldre arbetet är, ocli
ju flera dess medtäflare ocli vedersakare varit. Om intet arbete gäller
detta i högre grad än om Euclidis*) Elementer i Geometrien, hvilka,
ehuru skrifna för mera än 2000 år tillbaka, ännu i dag icke blott högt
värderas af vetenskapsmän, utan äfven förmått bibehålla sig såsom
lärobok, oaktadt otaliga ocli till en del mycket lyckade försök att
ersätta dem, ocli fastän åtskilliga män uppträdt i bestämdt uttalad
afsigt att ur skolan alldeles uttränga dem, såsom till lärobok
olämpliga. I båda dessa akter af vetenskaplig verksamhet, i både
författande och kriticerande, har vårt land deltagit; men ändå fortfara
Euclidis Elementer att hos oss allmänneligen användas såsom lärobok,
ocli detta, ehuru vi sakna sådana förträffliga upplagor deraf, som
England äger. Visserligen äga vi en

') Euclides lefde i Alexandria under Ptolemæus Lagi och Ptolemæus
Phila-delphus i 3:dje seklet fore Chr. fod.IV

»

för sin tid ganska gocl, nemligen den Strömer ska*), som många gånger
varit omtryckt ocli äfven blifvit i någon mån öfversedd samt försedd
mecl tillägg. Eliuru jag delar Strömers åsigt om vådligheten af
principiela ändringar i ett sådant mästerstycke som Euclidis Elementer,
liar jag clock ander min snart tjugufemåriga verksamhet såsom lärare
kommit till den öfvertygelsen, att framställningssättet i de vanliga
upplagorna för ungdomen medför olägenheter, som det vore önskligt att
se afhjelpta, samt att mera finnes att i Euclidis satser tillvarataga,
än begynnaren, åt sig sjelf lemnad, förmår ur dem härleda. Visserligen
kunna dessa ölägenheter af läraren afhjelpas; men jag tror clet dock
vara bättre, om läroboken liäri understöder honom.

Ledd af dessa åsigter, har jag företagit mig att omarbeta Strömers
upplaga af Euclidis fyra första böcker och vågar hoppas, att mina
åtgöranden icke skola befinnas vittna om brist på pietet mot den store
författaren. Öfverallt har jag bibehållit satsernas nummerföljd och
icke alldeles uteslutit mera än en, nemligen den 7:de i l:sta boken,
hvilket skett båcle till följe af hans umbärlighet och hans
svår-fattlighet för begynnaren. Deremot har jag på några ställen
tillagt satser, som synts mig nyttiga att hafva, men gifvit dem samma
nummer som den näst föregående med tillägg af bokstafven A, B, etc.**);
dock har jag undvikit att begagna dem i det följande, så att de kunna
förbigås, om så behagas. Definitionerna har jag underkastat smärre
förändringar, hvilka vid jemförelse lätt falla i ögonen, men

') Strömer var Astronomiæ Professor i Upsala och dog 1770.

") På detta sätt har jag dock äfven betecknat det s. k. 12 Axiomet (I:
28 A) samt Strömers Theoremer näst efter I: 47.v

för hvilka det skulle bli för långt att nu redogöra. Likväl måste jag
nämna något angående definitionerna till 3:dje boken. Euclidis
definition på tangering har blifvit mycket klandrad, emedan den, ehuru
riktig för cirkeln, dock är oriktig i afseende på åtskilliga andra
kroklineer. De fleste nyare, hvilka jag haft tillfälle se, namneligen
Legendre, definiera tangenten såsom en linea, som har blott en punkt
gemensam med cirkeln, hvartill Euclides ock kommer, och hafva således
häri intet företräde framför honom. Ur hans III: 16 kan man clock få
den rätta läran om tangering; men då blir det, så vidt jag kan se,
nödvändigt att vidtaga större förändringar, än min plan medgifvit.
Derföre har jag bibehållit Euclidis definition och blott genom några
tillägg sökt göra den mera fattlig för begynnaren. Derjemte har jag
sökt att göra de obehagliga figurerna till III: 10 och 13 öfverflödiga
och att borttaga det stötande i III: 11 och 12. Def. 7 ocli sednare
delen af III: 16 och. 31 har jag alldeles uteslutit i den
öfvertygelsen, att läran om krokliniga vinklar i allmänhet och, den s.
k. "angle de contingence" isynnerhet alltför väl kan uppskjutas till
längre fram.

Några definitioner, som i Strömers upplaga sakna nummer, har jag
försett med sådana för citationernas skull.

Bevisen äro i allmänhet desamma som i Strömers upplaga, men jag har
sökt att göra clem klarare och kortare dels genom sjelfva
uppställningen, dels genom bruket af tecken, med hvilka lärjungen i
allt fall måste göra bekantskap. Åtskilliga bevis äro nya (t. ex. flera
i 2:dra boken och för IV: 10) eller lånade från andra*) och på några

*) Sålunda iir beviset för i: 5 af Koppe; för I: 17 af Todhunter; för
1: '24 af Falck; för II: 6 A af Th. Simpson.VI

ställen liar jag intagit både det gamla och ett nytt. På några ställen
finnas Corollarier, som torde synas föga förtjänta af att särskildt
upptagas; men detta har skett för citationerna i det följande. Med
afseende på dessa liar det varit min afsigt att just genom deras form
tvinga lärjungen att ånyo genomgå den citerade satsen, ifall han ej
redan förut fullkomligt känner den.

Angående den s. k. inledningen behöfver jag väl knappast anmärka, att
den, ehuru den står främst, ej är afsedd att läsas först; meningen är
fastmera, att läraren deraf meddelar alltefter lärjungens behof och
förmåga att fatta.

Viel bokens slut liar jag intagit ett litet tillägg, som jag trott
kanna gagna viel upplösningen af de geometriska problemer, som numera
böra föreläggas de högre afdelning ar ne till skriftlig behandling.
Afsigten är således icke, att detta tillägg skall läsas, omedelbart
efter sedan 4:de boken blifvit genomgången, ^ utan framdeles, då
läraren finner clet nödigt och nyttigt.

Några öfning s sats er har jag ej intagit, emedan vår mathematiska
litteratur genom Ilerr Lector Hultmans förtjenst äger Todhunters
öfhingssatser till Euclides, än hvilka något ypperligare näppeligen
lärer kunna erhållas.

Sedan jag nu i korthet redogjort för mina åtgöranden, bör jag kanhända
nämna några ord angående figurerna. I de vanliga upplagorna stå dessa i
texten, ocli det var min ursprungliga afsigt att äfven intaga dem der;
men viel närmare öfvervägande syntes det mig i alla afseenden
lämpligare att sätta dem på särskilda plancher. Föröfrigt vill jag i
afseende på figurerna anmärka, att jag, genom att pricka de lineer, som
uppdragas endast för bevisen, velatVII

skilja . dessa från de öfriga, äfven om detta genom förbiseende ej
blifvit öfverallt iakttaget.

Nu återstår mig endast att för mitt lilla arbete, för så vidt det loan
hallas mitt, utbedja mig ett skonsamt bedömande samt att uttala den
önskan, att det må medföra den nytta, som jag dermed åsyftat.

Strengnäs d. IS November 1867.

Chr. Fr. Lindman.Inledning.

1. Mathematik kallas den vetenskap, som handlar om storheter.

2. Storhet kallas hvarje föremål, som genom likartade delars
tilläggande eller borttagande kan ökas eller minskas.

Storheter finnas af många olika slag, såsom väglängder, vigter,
penningesummor o. s. v. Storheter äro af samma slag, om den ena. är
större än, lika stor med eller mindre än den andra. Ehuru storheter
finnas af många olika slag, så kunna de dock sägas sönderfalla i två
stora hufvud-afdelningar: storheter, som hafva utsträckning i rummet,
samt Tal, om hvilka sednare handlas i Arithmetiken och Algebran.

3. Geometri är den del af Mathematiker hvilken handlar om storheter,
som hafva utsträckning i rummet. Dessa storheter, som derföre pläga
kallas geometriska, äro af tre slag: lineer, ytor ocli kroppar. Till de
geometriska storheterna räknas äfven vinklar, emedan de i Geometrien
förekomma, men de äro ej geometriska storheter i samma mening som de
förut nämnda.

4. Den vetenskapliga framställningen af Geometrien grundar sig ytterst
på åtskilliga satser, som efter sitt olika innehåll hafva olika namn.
Dessa äro: Definitioner, Postu-later och Axiomer. Från dem härledas
sedan andra satser (propositioner), hvilka kallas Theoremer och
Problemer samt utgöra Geometriens väsentliga innehåll.
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5. Definition är uppräknandet af de kännetecken kos ett föremål, hvilka
fordras för att kunna skilja det från alla andra. «

6. Postulat är en sats, hvari man uppgifver något, som skall göras,
utan att visa, hui-u det skall ske.

7. Axiom är en sats, som innefattar ett påstående, hvars sanning är
sjelfklar.

8. Problem är en sats, hvari något uppgifves att göra, men hvarvid man
både måste visa, huru det skall göras, och bevisa, att det begärda
blifvit gjordt.

9. Theorem är en sats, hvari något påstås och hvars sanning måste
bevisas.

Ett Theorem består alltid af två delar: Hypothésen eller antagandet,
hvari man uppgifver vissa vilkor, och Thesen eller det på nämnda vilkor
grundade påståendet.

Anm. Postulat och Problem äro derutinnan lika, att båda innehålla
uppgift på något, som skall göras, men det, som i Postulatet uppgifves,
är så enkelt, att möjligheten deraf måste medgifvas, utan att sättet
behöfver visas.

Äfven Axiom och Theorem äro till en del lika, nemligen deri, att båda
innefatta ett påstående; dettas sanning är i Axiomet sjelfklar, men ej
i Theoremet, hvilket derföre måste bevisas.

10. Corollarium är en sats, som lätt följer af en nyss bevist sats
genom tillägg af en ny bestämning, eller ock erhålles under dess
bevisning.

Corollarier insättas omedelbart efter de satser, från hvilka de
härledas.

11. Vid hvarje Problem måste man visa, huru det begärda kan
verkställas, och detta kallas Problemets upplösning.

12. Att bevisa ett Problem eller Theorem betyder att i följdriktig
ordning anföra de skäl, genom hvilka Theoremets sanning blir
obestridlig eller riktigheten af Problemets upplösning ådagalägges.

Beviset kan ske på två sätt: antingen dir eld, då man bevisar, att
saken förhåller sig så, som man påstår, eller, med afseende på
Problemer, att det begärda blifvit gjordt; eller indirekt, då man
bevisar, att saken ej kan förhålla sig annorlunda än man påstår. Båda
dessa slag af bevis3

grunda sig på förut bevisade satser eller definitioner, po-stulater och
axiomer. Det indirekta nyttjas ej oftare än « ett direkt ej står att
erhålla. Detta inträffar oftast vid s. k. omvända Theoremer, d. v. s.
sådana, hvilkas hypothes är ett airnats thes och tvärtom.

13. För att upplösa ett Problem samt för att bevisa ett Problem eller
Theorem måste man i allmänhet vidtaga åtskilliga åtgärder, såsom att
sammanbinda gifna punkter, utdraga lineer, skära gifna lineer eller
vinklar midtitu, draga en linea parallel med eller vinkelrät emot en
gifven, rita upp cirklar o. s. v. Sammanfattningen af dessa åtgärder
kallas konstruktion. Noggrannt bör skiljas mellan den konstruktion, som
fordras för ett problems upplösning, och den, som sker för dess
bevisning.

14. För att göra framställningen af Geometrien både kortare och
tydligare begagnar man åtskilliga tecken, af hvilka några nu skola
förklaras, men andra sedermera på sina vederbörliga ställen.

1. För att beteckna två storheters likhet (i storlek) nyttjas tecknet
=, som kallas likhetstecken och sättes emellan de storheter, som äro
lika stora. Betecknar således A och B två storheter, som äro lika
stora, så skrifver man: A=B, hvilket utläses: A är lika stor med B.

2. Att två storheter icke äro lika stora betecknas med > eller <, som
kallas olikhetstecken och så sättes emellan storheterna, att spetsen
vändes åt den mindre. Sålunda utmärker beteckningen A>B, att A är
större än B, men beteckningen B < A, att B är mindre än A.

3. Om en storhet är lika med två eller flera andra storheter tillhopa,
så kallas hon summan af dem ocli detta betecknas genom att sätta
tecknet -j- (utsäges: pius) * emellan dem. Vill man således skrifva,
att A är summan af B, C, D, så skrifver man: A=B+C+I), och utläser det:
A är lika med B pius G pius D.

Yore A lika med flere sådana storheter som B tillhopa, så kunde man
skrifva på nyssnämnda sätt,d. v. s. A — B-\-B-\-B, men skrifver heldre
A — 3B, hvarest ziffran 3 utmärker, huru många af den sednare storheten
tillhopa äro lika med A eller hvilken multipel (mångfaldig) A är af B.

4. Om en storhet A är större än en annan storhet B, så är den förra
tydligen lika med den sednare tillhopa med en tredje storhet, hvilken
kallas den förras öfverskott öfver den sednare. Detta öfverskott
utmärkes med tecknet — (minus) mellan den större och mindre ocli
benämnes vanligen deras skillnad. Om således A>B, så är dess öfverskott
öfver B just storheten A—B (utsäges: A minus B).

5. För att beteckna att en storhet är en uppgifven del af en annan
nyttjas den vanliga bråk-beteckningen: sålunda betyder A=\B, att A är
en tredjedel af B; A= 'iB, att A är tre femtedelar af B, o. s. v.Första
BoKen.

Definitioner.

1. 2. 3. Linea är en längd utan bredd, hvars yttersta ändar äro
punkter.

En punkt liar således inga delar.

4. Rät linea (fig.. 1) är den, som ligger jemnt mellan sina punkter,
(så att lion icke böjer sig på något ställe).

Krokig (fig. 1) kallas hvarje linea, af hvilken ingen del huru liten
som helst är rät.

Anm. Med afståndet mellan två punkter menas vanligen den räta linea,
hvars yttersta ändar punkterna äro. En punkt betecknas med en bokstaf
t. ex. A och en linea, som går mellan två punkter A och B, med AB.

5. 6. Yta är det, som har längd och bredd, men ingen tjocklek.

Lineer äro det yttersta af en yta.

7. En plan yta eller ett plan är den yta, som ligger jemnt mellan sina
lineer. Bugtig kallas en yta, hvaraf ingen del huru liten som helst är
plan.

8. 9. Två räta lineer (fig. 2), som träffas i en punkt, sägas skära
hvarandra i den punkten. Lutningen mellan dessa lineer kallas plan
rätlinig vinkel eller vanligen blott vinkel. De räta lineer, hvilkas
lutning vinkeln är, sägas omfatta honom och kallas hans ben; lineernas
skärningspunkt är vinkelns spets.

Anm. Emedan vinkeln endast utvisar olikheten i lineernas riktning, så
är hans storlek endast beroende af nämnda olikhet, men6

ej af vinkelbenens längd. En vinkel utmärkes med tecknet /\, som sättes
framför bokstafven vid spetsen eller, ifall flera vinklar hafva sina
spetsar i samma punkt, framför tre bokstäfver, af hvilka den mellersta
står vid vinkelns spets och de öfriga vid en punkt på hvartdera
vinkelbenet. Ofta faller det sig enklare att utmärka en vinkel med en
liten bokstaf inuti honom; men då flera hafva sina spetsar i samma
punkt, så måste de genom små bågar åtskiljas. Sålunda utmärkes
lutningen mellan AB och BC med f\B, om ingen annan vinkel har sin spets
i B, men annars med f\ABC eller /\CBA. Vill man nyttja det sednare
sättet, sä utmärkes /\ABC med f\vi, f\ABD med /\n o. s. v.

10. När en rät linea, som står på en annan, gör vinklar på båda sidor
om sig, så kallas dessa för sidovinklar; äro sidovinklarne lika stora,
så kallas hvar och en af dem en rät vinkel, och lineen, som står på den
andra, säges vara vinkelrät mot denna.

I fig. 2 äro f\ABD och f\ABG sidovinklar, äfvensom AEBD och f\EBC. Är
f\EBD = f\EBC, så är hvardera en rät vinkel och EB vinkelrät mot CD.
Detta betecknas med EB _L CD, som utläses: EB är vinkelrät mot CD. En
rät vinkel betecknas i det följande med 71.

11. En trubbig vinkel är den, som är större än en rät. Så är A ABB
(fig. 2) trubbig.

12. Spetsig vinkel är den, som är mindre än en rät. f\ABC och A ABE
(fig. 2) äro spetsiga.

13. Gräns kallas det, som är det yttersta af någon ting.

Punkter äro således gränsor för lineer, lineer gränsor för ytor.

14. Figur kallas det, som är inneslutet inom en eller flera gränsor.

Plan figur är den, som hel och hållen ligger i ett

plan.

Anm. Den del af Geometrien, som handlar om plana figurer, kallas
Planimetri, hvilken derjemte innehåller satser om lineer och vinklar,
emedan dessa satser äro för få och med plana figurer för mycket
sammanhängande för att bilda en särskild afdelning.

15. Cirkel är en plan figur, som inneslutes af en krokig linea, hvilken
kallas periferi eller omkrets och är sådan, att7

alla räta lineer, som från en viss punkt inuti figuren falla på henne,
äro lika stora. Dessa lineer kallas Radier.

16. Den i föregående definition nämnda punkten kallas cirkelns
medelpunkt.

C or. Af dessa två definitioner jemförda med anm. till def. 4 följer,
att alla punkter på en cirkels periferi ligga lika långt ifrån eller på
samma afstånd från medelpunkten. Punkter, hvilkas afstånd från
medelpunkten är större än radien, ligga således utom cirkeln, men de,
hvilkas afstånd från medelpunkten är mindre än radien, inom cirkeln.

Anm. Med ordet »cirkel» förstås ofta ett verktyg, som användes vid
cirklars uppritning.

17. Diameter i en cirkel (fig. 3) är en rät linea, som är dragen genom
medelpunkten och slutar på båda sidor i periferien. Diametern skär
cirkeln midtitu.

Om den krokiga lineen DBG är sådan, att alla räta lineer, som från
punkten A dragas till henne, äro lika stora, så är sjelfva figuren en
cirkel och den krokiga lineen hans periferi; A är medelpunkten, och
räta lineen BD, som går genom A, är en diameter. Räta lineerna AC, AB,
AD äro radier.

Man kan häraf inse, att diametern i en cirkel är dubbelt så s'oOr som
radien.

18. Halfcirkel är en figur, som inneslutes af en diameter och den del
af periferien, som af diametern är afskuren.

19. Finnes i Boken III: def. 6 och behöfves ej förr.

20. Rätliniga figurer äro de, som inneslutas af räta lineer. Dessa
lineer kallas figurens sidor.

21. Triangel är en figur, som inneslutes af tre räta lineer.

Anm. I stället för ordet triangel skrifver man ofta tecknet A.

22. Fyrsidig figur är en som inneslutes af fyra räta lineer.

23. Alla figurer, som inneslutas af flera än fyra räta lineer, kallas
mångsidiga figurer eller månghörningar (Polygoner).24. En triangel,
hvars alla sidor äro lika stora, kallas liksidig (fig. 4).

25. Den triangel, som har två sidor lika stora, kallas likbent (fig.
5).

26. Den triangel, i hvilken ingen sida är lika stor med en annan,
kallas oliksidig (fig. 6).

27. Den triangel heter rätvinklig (fig. 7), som har en rät vinkel. Den
sidan (JBC), som står emot den räta vinkeln (AJ, kallas hypotenusa; de
sidor (AB, AG), som omfatta honom, kallas katheter.

28. Den triangel kallas trubbvinklig, som har en trubbig vinkel (fig.
8).

29. Den triangel heter spetsvinklig, som har alla tre vinklarne
spetsiga (fig. 9).

30. Den fyrsidiga figur, som har alla sidorna lika stora och alla
vinklame räta, kallas Qvadrat (fig. 10).

31. Den fyrsidiga figur, som har alla vinklarne räta, heter Rektangel
(fig. 11).

32. Den fyrsidiga figur kallas Bhomb, som har alla sidorna lika stora,
men vinklarne icke räta (fig. 12).

33. Den fyrsidiga figur, som liar motstående sidor lika stora, men
ingen vinkel rät, kallas Bhomboid (fig. 13).

34. Alla andra fyrsidiga figurer kallas Trapesier.

35. De räta lineer sägas vara parallela med hvarandra, som ligga i
samma plan och aldrig skära hvarandra, huru långt de än åt båda sidor
utdragas. Att lineen AB är parallel med CD betecknas med AB || CD (fig.
14).

36. Se näst efter prop. 26 A.

37. — — — — 33.

38. — — _ _ 42.
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Postulater.

1. Att från hvilken punkt som helst clraga en rät linea till hvilken
punkt som helst.

I stället för detta säger man ofta: sammanbinda två punkter.

2. Att utdraga en rät linea ända rätt fram så långt man \ behagar. '

3. Att taga hvilken punkt som helst till medelpunkt för en . cirkel,
hvars periferi går genom hvilken punkt som helst.

Detta är, annorlunda uttryckt, att med godtycklig medelpunkt och radie
rita- en cirkel.

Axiomer.

1. De som äro lika stora med ett och samma, äro sinsemellan lika stora.
Eller med tecken uttryckt: Om A = B, C—B, sä är A = G.

2. Om man lägger lika stora till lika stora, så blifva de nya
storheterna (summorna) lika stora, eller Om A-B, C=D, så är A + C =
B+D.

3. Om man tager lika stora från lika stora, så blifva de återstående
(skillnaderna) lika stora, eller Om A-B, C=D, så är A — C=B—D.

4. Om man lägger lika stora till olika, sä bli de nya storheterna
olika: den summan, hvari den större är, blir större än den, hvari den
mindre är; eller Om A > B, C=D, så är A+C>B+D.

5. Om man tager lika stora frän olika, så bli de återstående olika: det
som återstår efter den större, är större än det, som återstår efter den
mindre; eller Om A>B, C=D, så är A — C>B—D.10

6. De som äro dubbelt sä stora som ett och samma eller lika stora, äro
sinsemellan lika stora. Äfvenledes äro de lika stora, som äro tre,
fyra, fem, o. s. v. gånger så stora som ett ocli samma eller lika
stora; eller korteligen: de äro lika stora som äro lika mångfaldiga
(eller samma multipler) af en och samma eller lika stora. Med tecken
uttryckt: Om A—2B, C=2B, så är A~C; likaledes om A=3B, C = 3B, eller
A—4B, C=4B o. s. v., så är A = C.

7. De som äro hälften, tredjedelen o. s. v. af en och samma eller lika
stora äro sinsemellan lika stora eller korteligen: samma parter af en
och samma eller lika-stora äro sinsemellan lika stora. Om A=\B, C = \B,
så är A=C. Äfvenledes om A = \B, G— \B eller A=^B, C=\B o. s. v., så är
A = C.

8. De (geometriska) storheter, som till alla delar träffa in med
hvarandra, då den ena lägges på den andra, äro lika stora.

Anm. Sådana storheter kallas kongruenta eller sammanfallande, hvilket
ord dock vanligen nyttjas endast om plana figurer (eller kroppar),
hvilka kunna vara lika stora, utan att vara kongruenta. Kongruens
plägar utmärkas med tecknet co. Yill man således skrifva att
A^üCärkongruentmed A VEF, sä skrifver man: &AJ3C &DEF. Att två plana
figurer äro kongruenta innefattar, att den enas alla sidor i ordning
äro lika stora med den andras, och att de vinklar i båda, som omfattas
af parvis lika stora sidor, äro lika stora, sp,mt att den enas yta är
lika stor med den andras.

9. Det hela är större än hvar och en af sina delar, men lika stort med
dem alla tillsammanstagna.

10. Två räta lineer kunna ej innesluta något rum, således ej bilda
någon figur.

Häraf följer, att två räta lineer, som hafva två punkter gemensamma,
helt och hållet sammanfalla.

11. Alla räta vinklar äro lika stora.

12. Om en rät linea skär den ena af två parallela lineer, så måste hon
ock skära den andra, om de båda tillräckligt utdragas.
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Prop. I. Problem.

(Fig. 15) Att på en till längd ocli låge gifven råt linea AB upprita en
liksidig triangel.

Gifven: räta linien AB.

Sökt: en punkt, livars afstånd från A och B är == AB.

Upplösning. Alla punkter, hvilkas afstånd från A är = AB, ligga på en
cirkelperiferi, sora går genom B och har A till medelpunkt. Alla
punkter, hvilkas afstånd från B är — B A, ligga på en cirkelperiferi,
som går genom A och har B till medelpunkt, hvilket inses af def. 15 och
16. Den sökta punkten skall uppfylla båda dessa vilkor, således ligga
på båda de nämnda periferierna, d. v. s. i den eller de punkter, der de
trälfas. Tag derföre A till medelpunkt och rita en cirkelperiferi genom
B (post. 3); tag sedan B till medelpunkt och rita en cirkelperiferi
genom A. Sammanbind (post. 1) sedan den punkt C, der periferierna
råkas, med A och B, så är A ABC den begärda liksidiga A:n.

Bevis. Emedan A är medelpunkt till cirkeln BCD, så är AC—AB (def. 15),
ocli emedan B är medelpunkt till cirkeln ACE, så är BC-BA. Således är
AC=AB = BC (Ax. 1) och A ABC liksidig (def. 24). H. S. G.

(Fig. 16.) C or. Att på en gifven rät linea AB upp Ata en likbent A
tillgår på samma sätt, utom att man ej gör cirklarnes radier — AB, utan
= en annan rät linea, med hvilken man vill göra den likbenta A:ns sidor
lika stora (Post. 3). Denna linea måste dock vara > i AB, emedan
cirkelpemferierna annars icke skära hvarandra (Def. 16 Cor.).

Prop. II. Problem.

(Fig. 17.) Att från en gifven punkt A draga en rät linea, som är lika
stor med en gifven rät linea BC.

Gifna: punkten A och lineen BC.

Sökt: en punkt, hvars afstånd från A är = BC.

Upplösning. Sammanbind A med ena ändpunkten af BC t. ex. C (post. 1),
rita på AC en liksidig eller likbent A ACD12

(prop. 1) och utdrag DA, DC*) ända rätt fram (post. 2); tag sedan C
till medelpunkt och rita en cirkelperiferi genom B (post. B), hvilken
skär DC i E, och derefter D till medelpunkt och rita en cirkelperiferi
genom E, hvilken skär DA i G, så är AG den begärda lineen.

Bevis. Efter C är medelpunkt till cirkeln BE, så är CE=CB (def. 15),
och efter D är medelpunkt till cirkeln EG, så är DG—DE-, men DA är = DC
(konstr., def. 24 eller 25): om således dessa borttagas från DG och DE,
så blir AG — CE — BC (Ax. 3; 1). H. S. G.

Annan upplösning.

Drag från A en rät linea AG efter behag och lägg sedan på henne från A
lineen BC (post. 2; Ax. 8). Detta sker medelst det efter def. 16 nämnda
verktyg, som kallas cirkel eller passare, hvars enav fot sättes i B och
andra i C. Då derefter den ena foten flyttas till A, så bestämmer den
andra den sökta punkten G på AG. Detta är tydligen detsamma, som att
med A till medelpunkt rita en cirkel med radien = BC (post. 3).

Prop. in. Probl.

(Fig. 18.) När två olika stora räta lineer AB och CG äro gifna, att af
den större AB afskära ett stycke, lika stort med den mindre CG.

Gifna: AB och CG, AB>CG.

Sökt: en punkt på AB, hvars afstånd från A är — CG.

Upplösning. Drag genom A en rät linea AD — CG (prop. 2) och rita en
cirkel, som har A till medelpunkt och hvars periferi går genom D samt.
skär AB i E. Då är AE det begärda stycket.

Bevis. Efter A är medelpunkten till cirkeln FDE, så är AE= AD (def.
15); men nu är AD = CG (konstr.), således ock AE — CG (Ax. 1). H. S. G.

') Da en rät linea utdrages, bör man nämna den ändpunkt sist, at
hvilkens håll utdragningen sker. Skulle lineen utdragas åt D till,
borde hon kallas CD.13

Annan upplösning.

Lägg CG på AB, så att punkten C faller i A och CG utefter AB. Då blir
den punkt E på AB, hvari G faller, just den sökta (jemf. den andra
upplösningen af prop. 2).

Prop. IV. Theor.

(Fig. 19.) Om två sidor i en triangel ABC äro lika stora med livar sin
sida i en annan triangel DEF, och vinklarne mellan de lika stora
sidorna i båda trianglarne äro lika stora; så äro trianglarne
kongruenta, d. v. s. baserna*) äro lika stora äfvensom ytorna ocli de .
öfriga vinklarne, som stå mot lika stora sidor.

Hypothes: AB = DE, AC = DF, f\A =/\D.

Thes: BC — EF, A ABC— A DEF, f\B = f\E, A C= AF.

Om A ABC lägges på A DEF, så att punkten A kommer på D och lineen AB
utefter DE, så måste punkten B falla in på E, emedan AB—DE (hyp.).
Vidare måste nu AC falla in på DF, emedan f\A—f\D (hyp.) och punkten C
på F, emedan AC—DF (hyp.). Efter nu B faller in med E och C med F, så
måste ock basen BC sammanfalla med basen EF, emedan annars två räta
lineer skulle kunna innesluta ett rum, hvilket är omöjligt (Ax. 10). I
följd af allt detta är således A ABC?* A DEF och f\B=f\E, f\C= f\F,
emedan de träffa in med hvarandra. H. S. B.

Aum. Då tvä trianglar äro kongruenta, bör man alltid vid deras
-nppnämnandc säga de bokstäfver, som sta vid lika stora vinklar, i
samma ordning.

Prop. IV. A. Probl.

Att upprita en triangel, som har två sidor lika stora med hvar sin af
två gifna räta lineer och mellanliggande vinkel lika stor med, en
gifven vinkel.

') Då man vill särskildt tala om eu sida i en A, plägar man kalla henne
bas.14

Upplösning. Afskär på den gifna vinkelns ben stycken, lika stora mecl
de båda gifna lineerna (prop. 3) och sammanbind de så erhållna
punkterna, så är det begärda gjordt, — Beviset ligger i sjelfva
upplösningen. H. S. G.

Prop. V. Tlieor.

(Fig. 20.) Vinklarne B och C, som stå emot de lika stora sidorna i en
likbent triangel ABC, äro' lika stora.

Hypothes: AB = AC\ Thes: f\B = f\C.

Låt A ABC flyttas så, att han får läget ABV med A C = A C, /\B'=/\B. Då
är A A'B'C i alla afseenden likadan som A ABC, utom att ban liar ett på
förenämnda sätt olika läge. Nu kan man på samma sätt som i prop. 4 visa
att A AB'C' är æ A ABC, således /\C'=/\B-, men A C är ock = . A C,
alltså /\B— f\C (Ax. 1). H. S. B.

Cor. Häraf följer, att alla vinklarne i en liksidig A äro lika stora.

Prop. TI. Tlieor.

(Fig. 21.) Om tvä vinklar B ocli ACB uti en A AG B äro lika stora, så
äro ock deras motstående sidor AC och AB lika stora.

Hypothes: /\B= A ACB; Thes: AC=AB,

(Indirekt bevis). Ty om någondera t. ex. AB kunde vara större, så skär
af henne, från B räknadt, ett stycke BD = A C (prop. 3) och sammanbind
CD. Efter BD — AC och BC gemensam, så äro två sidor i A DBC lika med
hvar sin sida i A ACB och mellanliggande vinklarne äfven lika (hyp.);
derföre är A DBC00 A ACB (prop. 4), d. v. s. en del lika stor med det
hela, hvilket är orimligt (Ax. 9). Derföre kan ingendera af sidorna AC
och AB vara större än den andra, utan är AB=AC. H. S. B.

Cor. Om alla tre vinklarne i en A äro lika stora, så är A :n liksidig.

Prop. VII. Tlieor.

utelemnas, såsom umbärlig.Prop. YIII. The or.

(Fig. 22 a), b), c).) Om två sidor AB och AC i en triangel ABC äro lika
stora med hvar sin sida DE och DF i en annan triangel DEF samt basen BC
i den förra äfven lika stor med basen EF i den sednare, så äro
trianglarna kongruenta.

Hypothes: AB=DE, AC— DF, BC= EF.

Thes: A ABC™ A DEF (jemt. Aum. till Ax. 8).

Flytta A DEF och lägg punkten E på B och EF utefter BC, så måste
punkten F falla in med C, emedan BC=EF (liyp.); gif derjemte åt A DEF
ett sådant läge som A GBC. Emedan således A GBC är densamma som A DEF,
i ett annat läge, så är CG=DF=AC, BG=DE=AB, /\BGC= f\D. Sammanbind AG,
som då kommer att falla antingen a) på samma sida om B och C eller b)
gå genom endera t. ex. C eller c) falla emellan B och C.

a) Emedan AB=BG, så är f\BAG= /\BGA (prop. 5), och emedan AC = CG, så
är f\CAG = f\CGA. Borttagas dessa från de förra, så är (Ax. 3) f\BAC=
f\BGC= f\D. Emedan nu AB —DE, AC—DF och f\BAC= f\D, så är A ABCp? A DEF
(prop. 4).

b) I detta fall följer omedelbart af prop. 5 att f\A — =J\G — /\D,
således äfven nu trianglarne kongruenta.

c) Emedan AB = BG, så är /\BAG= j\BGA (prop. 5) och emedan AC=CG, så är
,\CAG= f\CGA. Läggas de sednare till de förra, så blir (Ax. 2) A BAC— A
BGC= A D ocli sedan trianglarne kongruenta (prop. 4). H. S. B.

Prop. IX. Probl.

(Fig. 23.) Att dela en gifven vinkel BAC midtitu.

Gifven: A BAC.

Sökt: eu linea, som går genom A och gör lika stora vinklar med B A och
CA.

Upplösning. Tag på ena vinkelbenet AB en punkt D efter behag, gör AE—AD
(prop. 3), sammanbind DE och16

rita öfver DE en liksidig eller likbent A DFE. Sammanbind AF, så är det
begärda gjordt.

Bevis. Emedan AD = AE (konstr.) och AF hör till båda A:rne AFD, AFF
samt basen DF = basen EF, så är A DÅF= AEAF (prop. 8) och således A BAC
delad midtitu. H. S. G.

Anm. Dettø problem' innehåller ledning för upplösningen af de tre
följande.

Är frågan endast att upplösa, men ej att bevisa detta problem, så
sättes ena cirkelfoten i A och den andra i D, hvarefter den sednare,
utan förändring i deras inbördes ställning, flyttas till E. Sedan tages
D och E till medelpunkter för cirklar med samma radie, hvarigenom F
erhålles, som sammanbindes med A. Cirklame uppritas ej helt och hållet,
utan blott så att man får periferiernas skärningspunkt F. Eitningen
blir i allmänhet noggrannast, om F tages på den sidan om DE, der A icke
är; men om utrymmet ej medger detta, så kan F tagas på samma sida om
DE, der A är.

Prop. X. Probl.

(Fig. 24.) Att dela en gifven rät linea AB midtitu.

Sökt: den punkt på AB, som ligger lika långt från A och B.

Upplösning. Rita på AB en liksidig eller likbent A ABC och skär A ACB
midtitu genom CD (prop. 9), så är I) den sökta' punkten.

Bevis. Emedan AC=BC (konstr.), CD gemensam och mellanliggande A ACD =
mellanliggande A BCD, så är A ACD °° A BCD (prop. 4) och således AD—BD.
H. S. G.

Anm. Lineen AF i prop. 9 delar DE midtitu, hvilket ledt till nu använda
konstruktion. Då i det följande en rät linea skall delas midtitu, sa
tager man hvardera ändpunkten till medelpunkt för cirklar med samma
radie (;> ^ AB) och sammanbinder deras skärningspunkter.

Prop. XI. Probl.

(Fig. 25.) Att från en punkt C på en till läget gifven rät linea AB
draga en mot henne vinkelrät linea.

Gifna: lineen AB och punkten C på henne.

Sökt: en linea _L AB.17

/

Upplösning. Tag på AB en punkt B efter behag, afskär på andra sidan om
C ett stycke CD=CB (prop. 3), rita på BD en liksidig eller likbent A
BED (prop. 1) och sammanbind CE, så är CEA.AB.

Bevis. Emedan CD=BD (konstr.), CE gemensam och basen DE = basen BE, så
är A (JOEA CBE (prop. 8) och således A DCE = f\ BCE. Som dessa sid o
vinklar äro lika stora, så är hvardera = Ii (def. 10). H. S. G.

Anm. Lineen AF i prop. 9 är X DE.

Skulle den gifna punkten vara lineens ändpunkt, så måste lion utdragas,
om förestående upplösning skall kunna användas. Ligger derföre punkten
i taflans eller papperets kant ocli lineen således ej kan utdragas åt
det hållet, så är det i propositionen uppgifna förfarandet oanvändbart.
Huru man då bör göra visas framdeles.

Prop. XII. Probl.

(Fig. 26.) Att från en gifven punkt C utom en till läget gifven rät
linea AB draga en mot henne vinkelrät linea.

Gifna: lineen AB och en punkt C utom henne.

Sökt: en sådan punkt på AB, att den linea, so m sammanbinder honom med
C, blir _L AB.

Upplösning. Tag efter behag en punkt G på den sidan om AB, der C icke
ligger; tag C till medelpunkt för en cirkel, hvars periferi går genom G
samt i E och F skär AB, utdragen, om så behöfs. Skär EF midtitu i D och
sammanbind CD, så är CD A, AB.

Bevis. Sammanbind CE, CF.

Emedan ED —FD (konstr.) och CD gemensam samt basen CE = basen CF (def.
15), så är A CDE ÉA CDF (prop. 8), alltså A CDE = /\ CDF=li (def. 10).
H. S. G.

Prop. XIII. Theor.

(Fig. 27.) När en rät linea AB står pä en annan CD, så äro
sidovinklarne. tillhopa lika stora med två räta.

Hypothes: lineen AB står på CD och bildar sido vinklar.

Thes: A ABC + A ABD = 2B.
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Om dessa båda vinklar äro lika stora, så är hvardera = R (def. 10),
således båda tillhopa = 2R.

Äro de ej lika stora, så drag BE _L CD (prop. 11).

Nyttjar man nu den i Anm. till def. 9 nämnda beteckningen, så är

A b — A 6- = R således (Ax. 1) A a + A b = 2R. H. S. B.

Cor. Aj denna prop. i förening med Ax. 3 följer, att, om de lika stora
sidorna i en likbent triangel utdragas nedom basen, vinklarne nedanför
basen äro lika stora.

Prop. XIV. Tlieor.

(Fig. 28.) Om två räta lineer CB, DB, som äro på hvar sin sida om en
annan rät linea AB, råka henne i samma punkt B, så att de vinklar ABC,
ABD, som de med henne bilda, äro tillhopa lika stora med två räta, så
ligga dessa buda lineer CH, DB i en rät linea.

Hypothes: CB, VB ligga på hvar sin sida om AB, som de råka i B, så att
A ABC+ A ABD = 2R;

Thes: GB och DB ligga i en rät linea.

(Indirekt bevis.) Ty om de ej göra detta, så låt CB och BE ligga i rät
linea. (Någon rät linea måste göra det, emedan Gß kan utdragas (post
2)). Efter då AB står på CBE, så äro sidovinklarne A ABC + A ABE — 2R
(prop. 13); men enligt hyp. är ock f\ ABC -f- A ABD — 2R, således, om
den gemensamma A ABC på båda ställena borttages, A ABE — /\ ABD (Ax. 1,
3), den mindre med den större, hvilket är orimligt. Derföre kunna ej CB
och BE ligga i rät linea,

På samma sätt bevisas, att ingen annan rät linea än BD kan ligga i rät
linea med CB. H. S. B.19

Prop. XV. Theor.

Om två räta lineer AB och CD slcära hvarandra i punkten E, så äro de
vinklar, som stå midtemot hvarandra och hvilka kallas vertikal-vinklar,
lika stora.

Hypothes: AB och CD skära hvarandra. Thes: a « = a b, /\c — /\d.

Enligt prop. 13 är A «+ A e—2R A /'+ A C — 2R således A «+ A e= A b + A
c (Ax. 1) och A a = A b (Ax. 3).

På samma sätt bevisas, att A c -- A d. H. S. B.

Cor. Häraf är klart, att, om två eller flera räta lineer skära
hvarandra i samum punkt, så äro alla de vinklar, som stå kring af
skärningspunkten, tillhopa lika stora med. fyra räta vinklar.

Probl. XVI. Theor.

(Fig. 30.) Om en sida BC i en triangel ABC utdrages, sä är den yttre
vinkeln ACD större än hvar och en af de vinklar C AB och ABC, som stå
emot honom'inuti triangeln.

Hypothes: sidan BC är utdragen.

Thes: a ACD> a BAC, a ACD> a ABC.

För bevisets skull måste man laga, att en A = den inre får sin spets i
C och sålunda medgifver en omedelbar jemförelse mellan A ACD och den
inre. Dela derföre den sida midtitu, som ligger emellan den yttre och
den ifrågavarande inre vinkeln. Vill man, således bevisa, att a ACD > a
BAC, så skäres >46' midtitu i E (prop. 10), hvarefter man sammanbinder
BE och utdrager den så, att EF hin- = BE, ocli sammanbinder CF. Emedan
nu AE= CE, BE - EF (konstr.) och mellanliggande a AEB = mellanliggande
[\ CEF (prop. 15), så är a AEB °° a CEF, således a BAE= /\ FCE; men a
ACD > FCE (Ax. 9), således ock a ACD > A BAC.

Om BC skäres midtitu och AC utdrages, så bevisas på samma sätt, att a
BCG> a ABC-, men a BCG är - a ACD (prop. 15), alltså a ACD > a ABC. H.
S. B.20

Prop. XVII. Theor.

(Fig. 31.) I livar och en triangel ABC äro två vinklar (t. ex. A B och
A O tillhopa mindre än två räta vinklar.

Thes: /\B+AC<2R,

Tag på BC, som sammanbinder vinkelspetsame, en punkt D efter behag och
sammanbind AD.

Då är f\ADC> f\ B, f\ ADB > f\C (prop. 16), således A ADC+ A ADB> A B+
A C; men A ADC+ A ADB = 2R (prop. 13), alltså A -ß+A C<2R. H. S. B.

Cor. I en A kan således blott en f\ vara rät eller trubbig; två äro
alltid spetsiga. Vinklarne vid basen i en likbent A äro alltid
spetsiga.

Prop. XVIII. Theor.

(Fig. 32.) Om en triangel ABC har en sida AC större än en annan AB, så
är den vinkel ABC, som står emot den större sidan, större än den f\ C,
som står emot den mindre.

Hypothes: AC> AB-, Thes: A ABC> A C.

Afskär från sidornas skärningspunkt A på den större sidan AC ett stycke
AD = AB och sammanbind BD.

Då är A ABD — A ADB (prop. 5) och A ADB> /\C (prop. 16), således ock
[\ABD> f\C. Nu är f\ABC> f\ABD (Ax. 9), således ännu mera A ABC> f\ C.
H. S. B.

Cor. I hvarje A står således den största sidan mot den största vinkeln
och en mindre sida alltid mot en spetsig vinkel.

Prop. XIX. • Probl. .

(Fig. 22 c.) Om en triangel ABC har två olika stora vinklar (f\A> /\C),
så är den sidan större, som står emot den större vinkeln.

Hypothes: f\A> /\C% Thes: BC>AB.

(Indirekt bevis.) Om BC ej är > AB, så måste den vara antingen = AB
eller < AB. Lika med AB kan BC ej vara, ty då skulle A A vara ~ /\ C
(prop. 5), hvilket21

strider mot hypothésen; ej eller kan BC vara < AB, ty då skulle A A
vara < /\ C (prop 18), hvilket ock strider mot hypothésen. Efter då BC
ej kan vara < AB, så måste BC vara > AB. H. S. B.

Prop. XIX. A. Tlieor.

(Fig. 33.) Af de räta lineer, som från en gifven pankt A dragas till en
gifven linea MN, är den vinkelräta AB minst; bland de öfriga är den
större, som på MN, från B räknadt, afskär ett större stycke: och från
den gifna punkten A kunna två, men ej flera, lika stora räta lineer
dragas till den gifna, en på hvardera sidan om den vinkelräta.

1) Hypothes: AB_LMN-, Thes: AB minst.

Drag från A en annan rät linea AC efter behag.

Då är A ABC = R (hyp.), således A ACB < R (prop. 17 Cor.) och AB < AC
(prop. 19).

2) Hypothes: BD>BC; Thes: AD> AC.

Emedan sidan DC i A A DC är utdragen, så är A ACB> A ADC (prop. 16);
men nu är A ACB < R (prop. 17 Cor.), således hans sidovinkel ACD > R
(prop. 13) och AD > AC (prop. 19).

3) Gör BE - BD och drag AE.

Då är BE=BD, AB gemensam och A ABM= A ABD=R, således A ABE 22 A ABD och
AE = AD (prop. 4). Att ingen annan än AE kan vara = AD visas såsom i
2). H. S. B.

Anm. Den vinkelräta AB kallas punktens A afstånd från lineen.

Prop. XX. Thcor.

I hvarje triangel ABC äro 1) två sidor tillhopa större än den tredje,
men 2) en sida större än skilnaden mellan de buda andra.

Thes: 1) AB+AOBC-, 2) BC> AC—AB. .

(Fig. 34.) 1) Drag ut den ena B A af de två sidorna ett stycke AD = AC
och sammanbind CD.22

Emedan AD = AC, så är /\D=/\ACD (prop. 5), således hela A BCD > A D och
BD > BC (prop. 19); men BD -kx — AB -(- AC (konstr.), således också
AB-\- AC~> BC.

(Fig. 32). 2) Afskär på den större AC ett stycke AD = AB och sammanbind
BD.

Då är f\ADB spetsig (prop. 17. Cor.) och f\BDC trubbig (prop. 13),
således A BDC> A C BD och BC>CD, d. v. s. BC>AC— AB. H. S. B.

Prop. XXI. Tlieor.

(Fig. 35.) Om räta lineer DB och DC äro dragna från en punkt l) inuti
en triangel ABC till de yttersta punkterna B och C af en sida BC, så
äro: 1) dessa lineer tillhopa mindre än triangelns båda öfriga sidor
tillhopa; 2) men vinkeln mellan dem större än vinkeln mellan de nämnda
sidorna.

Hypothes: BD, CD äro dragna från D till B och C.

Thes: 1) BD -j- CD < AB+AC; 2) A BDC> A A.

Drag ut endera linien, t. ex. BD, till E.

1) Först är CE-\-DE>CD (prop. 20). således, om BD tillägges, BE -|- CE
> BD + CD (Ax. 4); vidare är AB-\-AE > BE, således, om EC tillägges AB
+ AC^BE+CE. Förut var BE+CE>BD+CD, alltså är AB+AC ännu större än BD +
CD.

2) Enligt prop. 16 är A BDC> A BEC> A .4, alltså A B DC mycket större
än A -A-

H. S. B.

Prop. XXII. Probl.

(Fig. 36.) Att upprita en triangel af tre räta lineer, som äro lika
stora med livar sin af tre räta lineer A, B, C, med förbehåll att
hvilka två som helst af dessa äro tillhopa större än den tredje.

Upplösning. Gör EG — en af de gifna t. ex. C, drag ut FG åt ena sidan
ett stycke FD—A, åt andra ett stycke G il B. Tag F till medelpunkt för
en cirkel genom D och

23

G till medelpunkt för en cirkel genom //, så fås punkten K, som
sammanbindes med F och G. Då är A FGK den begärda.

Bevis. FK är = DF (def. 15) = A (konstr.) och GK=GH= B af samma skäl
samt FG gjord = C. H. S. G.

-v

Prop. XXIII. Probl.

(Fig. 37.) Att vid en gifven rät linea AB och i en gifven punkt A på
henne sätta en vinkel, som är lika stor med en gifven vinkel D.

Upplösning. Tag på den gifne vinkelns ena ben en punkt C, gör DE—DC och
sammanbind CE. Afskär på den gifna lineen ett stycke AB — DC, tag A
till medelpunkt och AB till radie för en cirkel samt B till medelpunkt
och CE till radie för en ny cirkd, så fås punkten F. Sammanbind AF, så
är A B AF den begärda. (Jemför prop. 22.)

Bevis. Sammanbind BF.

Då är AB — DC, AF—AB=DE och basen BF= CE, således A ABF°9 A DCE, f\BAF=
f\D (prop. 8). H. S. G.

f Prop. XXIV. The or.

(Fig. 38.) Om tvu sidor AB, AC i en triangel ABC äro lika stora med
hvar, sin sida DE, DF i en annan triangel DEF, men mellanliggande
vinkeln A i den förra är större än mellanliggande vinkeln EDF i den
sednare, så är basen BC, som står emot den större vinkeln, större än
basen EF, som står emot den mindre.

Hypothes: AB = DE, AC— DF, A A> A EDF; Thes: BC>EF.

Sätt i D vid den mindre sidan, låt vara DE, och åt samma led som A EDF
en A EDG = A A, gör DG=DF=AC och drag EG och FG. Emedan AB—DE (hyp.),
AC—DG (konstr ) och mellanliggande f\A = /\EDG, så är A ABC00- A DEG
(prop. 4), således basen BC—EG. Efter vidare DF— DG (konstr.), så är A
DFG— A DGF24

(prop. 5); men A EFG är > A DFG (Ax. 9) och A DFG (eller A DOF) > A EGF
(Ax. 9): derföre är A EFG ännu större än A FGF, således EG > EF (prop.
19), d. v. s. BC > EF. Härvid märkes, att punkten G alltid faller på
samma sida om EF som punkten I). Emedan nemligen DE antogs mindre än
DF, så är A DFE spetsig (prop. 18 Cor.), således hans sidovinkel DFII
trubbig, men A DFG är alltid spetsig (prop. 17 Cor.), d. v. s. att FG
alltid faller inom A DFH.

På samma sätt sker beviset, om DE—DF.

H. S. B.

Prop. XXV. Tlieor.

(Fig. 39.) Om två sidor AB, AC i en triangel ABC äro lika stora med
hvar sin sida DE, DF i en annan triangel DEE, men basen BC i den förra
är större än basen EF i den sednare, så är vinkeln A, som står emot den
större basen, större än vinkeln D, som står emot den mindre.

Hypothes: AB —DE, AC=DF, BC> FF-,

Thes: A A > A D.

(Indirekt bevis.) Om A A icke är > [\ /), så måste ban vara = A D eller
< A D. Icke kan A A vara = f\D, emedan då basen B C skulle vara = basen
EF (prop. 4), hvilket strider mot hypothésen; ej eller kan f\ A vara <
A D, ty då skulle basen BC vara < basen EF (prop. 24), hvilket ock
strider emot hypothésen. Derföre är A A > A D. H. S. B.

Prop. XXVI. The or.

(Fig. 40.) Om två vinklar B och C i en triangel ABC äro lika stora med
hvar sin vinkel DEE och F i en annan triangel DEE och derjemte antingen
1) de sidor BC och EF, som ligga emellan de lika störa vinklarne, äro
lika stora, eller 2) ett par sidor AC och DF, som stå emot lika stora
vinklar, äro lika stora, så äro trianglarne kongruenta.25

1) Hypothes: /\B=/\ DEF, a c— a E, BC= EF-, Thes: AA=AEDF, AB—DE,
AG=DF, A ABC= A DEF.

(Indirekt bevis.) Ty om t. ex. AG icke vore = DF, så måste endera, t.
ex. DF, vara större än den andra. Skär då af på DF, från den bekanta
vinkelns spets räknadt, ett stycke FH=AC och drag Eli.

Emedan då BC är = EF (hyp.), AC—FH och A C= A E, (hyp.), så är a abcd a
HEF (prop. 4) och således j\B— f\HEF-, men nu antogs f\B— f\DEF,
således skulle a DEF vara = a HEF (Ax. 1), en del med det hela, hvilket
är orimligt (Ax. 9). Derföre kan ingendera af sidorna AC och DF vara
större än den andra; alltså äro de lika stora. Emedan nu BC är = EF,
AC—DF ocli mellanliggande /\C=AF, så är AABC^ADEF (prop. 4),
följaktligen AB=DE, /\A= f\EDF och den förras yta = den sednares. H. S.
B.

2) Hypothes: f\B= /\DEF, /\C= /\F, AC=DF-, Thes: a EDF, BC=EF, AB=DE,
AABG= AD EF.

(Indirekt bevis.) Ty om någondera af de mellanliggande sidorna t. ex.
EF kunde vara större än den andra BC, så afskär på EF, från F räknadt
(ty AC antogs = DF), ett stycke FG—BC och drag DG.

Då äro två sidor B C ocli AG i A ABC — hvar sin sida GF och DF i ADGF
och mellanliggande f\C= f\F, således AABC°° ADGF (prop. 4) och f\DGF=
f\B; men A DEF antogs = a B, således måste f\ I)GF vara= f\ DEF(Jv^. 1)
eller den yttre vinkeln = den inre motstående i A DEG, hvilket är
orimligt (prop. 16). Således kan ingendera af sidorna BC och EF vara
större än den andra; de äro derföre lika stora.

Nu bevisas det öfriga såsom i 1).

H. S. B.26

Prop. XXYI. A. The or.

(Fig. 41.) Om två trianglar ABC, DEF hafva hvar sin vinkel lika stor
(/\A=/\D) samt två sidor AB och BC, som omfatta en annan vinkel ABC i
den förra, äro lika stora med livar sin sida DE och EF, som omfatta en
vinkel E i den sednare, så äro dessa trianglar kongruenta — likväl med.
det förbehåll, att de öfriga vinklarne C och F äro antingen båda
spetsiga eller båda icke spetsiga.

Hypothes: AAB—DE, BC—EF, AC^>R, A F^R.

Thes: A ABC™ ADEF, sål. bland annat A A BC— f\E.

l:o) AC<R, f\F

(Indirekt bevis.) Ty om A ABC icke är — f\E, så måste endera, t. ex. /\
A BC, vara större. Sätt då i B vid B A en AABG= f\E. Då äro två vinklar
i A A EG lika stora med hvar sin vinkel i ADEF neml. /\A= /\D och
f\ABG— AE. Emedan derjemte sidan AB är — DE, så är A AEG ™. A DEE
(prop. 26), således /\AGB=^ f\ F, BG—EF—BC (hyp.; Ax. 1). Derföre är
också /\BGC=/\C (prop. 5) eller f\BGC spetsig och hans sidovinkel BGA
trubbig (prop. 13), ehuru förut funnen = /\F, som antogs spetsig,
hvilket är orimligt. Således är ingendera af vinklarne ABC och E större
än den andra, utan de äro lika stora. I följd af prop. 26 är alltså nu
A ABC™ ADEF.

(Fig. 42.) 2:o) AC>R, AF>R.

På samma sätt som förut befinnes BG= EF—BC, således A BGC= A C, d. v.
s. äfven A BGC>R, hvilket är orimligt (prop. 17 Cor.). Derföre är ej
eller nu någondera af vinklarne ABC och E större än den andra.

På grund af prop. 26 är således också nu A ABC™ ADEF. H. S. B.

Anm. Yet man, att de lika stora sidorna B C ocli EF, som stå emot de
lika stora vinklarne A och D, äro större än de lika stora sidorna AH
och DE, så äro trianglarne utan förbehåll kongruenta, emedan i detta
fall27

vinklarne C och F nödvändigt äro spetsiga (prop. 18 Cor.). Detta gäller
särskildt om rätvinkliga trianglar, som hafva hypotenusorna och hvar
sin kåthet lika stora.

Prop. XXVI. B. Probl.

Att upprita en triangel af två räta lineer, som äro lika stora med hvar
sin af två gifna räta lineer M och N (i\7> M), då derjemte den vinkel,
som står emot den ena af dem, skall vara lika stor med en gifven vinkel
V.

(Fig. 43 a). l:o) Om vinkeln skall stå emot den större af dem, så skall
den andra omfatta honom. Drag derföre en linea AC, sätt i A vid AC en
f\CAB— f\ Foch gör AB—M. Tag sedan B till medelpunkt och N till radie
för en cirkel, så fås punkten C. Sammanbind BC, så är l\ABC den
begärda. Af prop. 19 A är klart, att periferien ej kan, åt den sida,
der Aligger, råka AC i någon punkt mer än C och att det således finnes
blott en sådan A, som begärdes.

Beviset ligger i konstruktionen.

(Fig. 43 b). 2:o) Om vinkeln skall stå emot den mindre sidan, så måste
han vara spetsig (prop. 18 Cor.) ocli den större sidan skall omfatta
honom. Drag derföre AC och sätt i A vid AC en f\CAB= A V\ gör AB=N ocli
fäll BD±AC. Är då M=BD, så är AABD den sökta. Är M BJJ, så tag B till
medelpunkt och M till radie för en cirkel. Dennes periferi måste skära
AC i två punkter C och C (prop. 19 A; def. 16). Drag BC och BC', så är
såväl A ABC som A ABC den sökta. H. S. G.

Anm. Således kunna två trianglar finnas, sora hafva två sidor och en
motstående vinkel lika stora, men som äro i allt annat olika.

(Fig. 44.) Def. 36. Om en rät linea EF skär två andra räta lineer AB,
CD, så kallas de vinklar, som stå emot hvarandra innantill på hvar sin
sida om henne, alternatvinklar. Således äro a AEF och f\EFD
altemat-vinklar, äfvensom A B EF och f\EFC.28

Prop. XXVII. Theor.

(Fig. 44.) Om två räta lineer AB, CD skäras uf en tredje EF, så att
alternat-vinklarne blifva lika stora, så äro de parallela.

Hypothes A AEF— AEF.D; Thes: AB II CD.

(Indirekt bevis.) Ty om AB icke är parallel med CD, så måste de skära
hvarandra, om • de utdragas åt endera sidan t. ex. åt B och D. Låt dem
då utdragna skära hvarandra i

G, så bilda de i förening med EF en a EFG. Då måste yttre vinkeln AEF
vara > a EFG (prop. 16), hvilket är omöjligt, emedan A AEF antogs =
f\EFD (eller A EFG). Således kunna icke AB och CD skära hvarandra, om
de utdragas åt B och D, och att de ej eller kunna göra det, om de
utdragas åt A och C, bevisas på samma sätt. Alltså är

AB II CD (def. 35). H. S. B.

»

Prop. XXVIJI. Theor.

(Fig. 45.) Om en rät linea EF, som skär tvenne andra AB, CD, gör
vinkeln EGB, som står utantill, lika stor med vinkeln GHC, som står
emot honom innantill på samma sida; eller de båda vinklar BGH, GHC, som
stå innantill på samma sida, tillhopa lika stora med två räta vinklar,
så äro de två lineerna AB, CD parallela.

Hypothes: 1) f\EGB=/\GHC-,2) ABGH+ AGHC=2R-, Thes: AB II CD.

1) Emedan /\GHC— f\EGB (hyp.) = /\AG.H(pvoV. 15), så är f\GHC— [\AGH
(Ax. 1); men dessa äro alternatvinklar; derföre är AB II CD (prop. 27).

2) Emedan f\GHC-\- A BGH = 2R (hyp.) och äfven f\AGH-\- /\BGH—2R (prop.
13), så måste, om den gemensamma a BGH borttages, a GHC vara = f\AGH
(Ax. 3); men dessa äro alternatvinklar, således AB II CD (prop. 27).

H. S. B.29

Prop. XXYIII. A. Tiieor. (Det s. k. I2:te Axiomet).

(Fig. 46.) Om en rät linea KB skär två andra räta lineer CD och EF i A.
och B, så att de vinklar ABF, BAD, som stå innantill på samma sida om
lienne, tillhopa blifva mindre ån två räta, så skola dessa lineer CD,
EF, om de tillräckligt utdragas, skära hvarandra på den sidan om den
skårande KB, der dessa vinklar stå, som tillhopa äro mindre än två
räta.

Hypothes: KB skär CD ocli EF-, [\ ABF+ f\BAD<2R; Thes: CD och EF skära
hvarandra på den sidan om KB, der nämnda vinklar stå.

(Indirekt bevis.) Sätt i A vid KA en f\KAG= /\ABF och utdrag GA åt II.
Emedan A K AG är = f\ABF, så är GIIW EF (prop. 28). Efter vidare A K AD
-f A DA B=2R (prop. 13), men f\ABF + /\DAB < 2R '(hyp.), så är A K AD +
f\DAB> A ABF-f A DAB, således om A F>AB borttages, f\KAD > ABF (Ax. 5);
derföre är-ock f\KAD > f\KAG, som gjordes — A ABF, och således kan
lineen HG aldrig falla in med lineen CD, utan skär af henne. I följd
deraf måste CD, som skär den ena G II af två parallela lineer GR och
EF, också skära den andra EF, om båda tillräckligt utdragas.

Det skall ock bevisas, att de skära hvarandra på den sidan om KB, der
vinklarne stå. Om de råkades på andra sidan, så skulle lineerna CA, AB
och BE bilda en A och då vore f\CAB + A ABF < 2R (prop. 17); men nu är
AG4J5+ ABAD+ AABE+ /\ABF=åR (prop. 13) och ABAD+AABF<2R (hyp.), således
ACAB+AABE>2R, ehuru de förut befunnits vara < 2R, hvilket är orimligt.
Alltså måste CD ocli EF skära hvarandra på den sidan om KB, der de
vinklar stå, som tillhopa äro < 2R. H. S. B.

Cor. I fall altemat-vinklarne ej äro lika stora eller om den yttre
vinkeln ej är lika stor med den inre motstående på samma sida, så skola
lineerna äfvenledes skära hvarandra.30

Prop. XXIX. Tlieor.

(Fig. 45.) Om en rät linea EF skär två parallela lineer AB, DC, sä gör
lwn 1) de båda vinklar, som stå innantill på samma sida, tillhopa lika
stora med två räta; 2) och alternat-vinklarne lika stora; 3) samt den
vinkel, som står utantill, lika stor med den vinkel, som står emot
honom innantill på samma sida.

Hypothes: AB II DC.

Thes: 1) Ad—2R; 2) a«=a& 3) a«— Ab.

1) (Indirekt.) Om A'' + A ^ ej äro — 2R, så måste Ab+Ad vara ^ 2R. I
förra fallet äro deras sidovinklar

tillhopa < 2R och lineerna skola skära hvarandra åt A och D till (prop.
28 A), hvilket är orimligt, emedan de antogos parallela; i sednare
fallet måste de skära hvarandra åt B och C till, hvilket af samma skäl
är orimligt. Derföre är Ab+Ad^R.

2) Emedan nu Ad=2R och A«+A^ = 2JR (prop. 13), så är, om A d borttages,
Ab — A a (Ax. 1; 3).

3) Efter A«-- A a (prop. 15) — A b, så är A»= A b (Ax. 1). H. S. B.

Cor. Om den ena af de parallela lineerna år _L den skärande, så är den
andra det äfven.

Prop. XXX. Tlieor.

(Fig. 47.) Räta lineer AB, CD, som pro parallela med en och summa FF,
äro sinsemellan parallela.

Hypothes: AB II EF, CD II EF.

Thes: AB || CD.

Drag en rät linea, som skär AB i 1, EF i B, CD i G.

Då är Aa^Ab (prop. 29. 2) och Ab—A" (prop. 29. 3), således A«=Ac (Ax.
1) och ABWCD (prop. 27).

H. S. B.31

Prop. XXXI. Probl.

(Fig. 48.) Att genom en gifven punkt A draga en rät linea, parallel med
en gifven rät linea BC.

Tag på BC en punkt D, drag AD ock sätt i A vid AD en [\DAE— [\ADC, men
åt motsatt sida om AD, så är AEWBC, emedan alternat-vinklarne äro lika
stora (prop. 27). H. S. G.

Prop. XXXII. Theor.

(Fig. 49.) 1) Om en sida BC i en triangel ABC utdrages, så är yttre
vinkeln ACD lika stor med de vinklar A och B tillhopa, som stå emot
honom inuti triangeln: 2) och i hvarje triangel äro alla tre vinklarne
tillhopa lika stora med. två räta.

1) Hypothes: en sida BC är utdragen.

Thes: den yttre vinkeln ACD= /\A + f\B.

Drag CEWAB.

Då är A ACE— f\ A, ty de äro alternatvinklar (prop. 29. 2), och f\ECD—
[\B, som står emot honom innantill på samma sida (prop. 29. 3), således
f\ACE-\- /\ECD d. ä. /\ACD=/\A+ /\B (Ax. 2). H. S. K.

2) Thes: A A-+ A B+ A ACB=2R.

Nyss bevistes, att /\A+ f\B—f\ ACD-, tillägges A ACB på båda ställen,
så blir A A+ A B+ A ACB= A ACD + A ACB (Ax. 2) = 2R (prop. 13). Alltså
äro alla tre vinklarne i en A tillhopa — 2R. H. S. B.

(Jör. 1. Om två vinklar i en triangel, antingen livar för sig eller
tillhopa, äro lika stora med. två vinklar i en annan triangel, så är
den öfriga vinkeln i den ena triangeln = den öfliga vinkeln i deri
andra.

Cor. 2. I rätvinkliga trianglar äro de båda spetsiga vinklarne tillhopa
R, och om en rätvinklig triangel är likbent, så är hvardera af de
spetsiga vinklarne = \lt.

Cor. :J. Hvarje vinkel i en liksidig triangel år =-- 3 af två räta
eller — f af en rät = j R.32

(Fig. 50.) Anm. Genom detta Cor. i förening med prop. 1 och 9 kan en
rät vinkel delas i tre lika stora delar. Man afskär nemligen från
spetsen pä ena vinkelbenet ett stycke efter behag, ritar d'erpå en
liksidig A och skär sedan midtitu den vinkel, som liar sin spets i
samma punkt som den räta.

Prop. XXXII. A. Probl.

(Fig. 51.) Att upprita en triangel, då man känner en sida (-MN) och två
vinklar A ochE med förbehåll att [\ A-j-/\E<2R.

l:o) Om sidan skall ligga emellan vinklarne, så afskär på den enes t.
ex. den förres ena ben ett stycke AB — MN, sätt i B vid B A en f\B= f\E
och utdrag AC och BC, tills de råkas i C, hvilket måste ske (prop. 28.
A.).

Beviset ligger i konstruktionen.

2:o) Om sidan skall stå emot ena vinkeln t. ex. f\A, så afskäres på den
andres (N.b f\I)BF är — f\E) ena ben ett stycke BD efter behag och man
sätter i D vid DB en A BDF=- A A, hvarefter BC och DF utdragas, tills
de råkas i F. Är då BF—MN, så är det begärda gjordt; afskär i annat
fall BC=MN och drag CA II FD. H. S. G.

Prop. XXXIII. Theor.

(Fig. 52.) Räta lineer AD, BC, som sammanbinda parallela och lika stora
lineer AB, DC på samrna sida, äro sjelfva parallela och lika stora.

Hypothes: AB II och = DC-, Thes: AD II och = BC.

Sammanbind AC.

Efter nu AB=CD (hyp.) och AC gemensam för A ABC och ACDA samt f\BAC=
f\DCA såsom alternatvinklar (hyp., prop. 29), så är AABC°? ACDA. (prop-
4), således AD — CB, f\ A C B A CA D, hvaraf följer, att AJ) [| BC
(prop. 27). H. S. B.

(Fig. 53.) T)ef. 27. En fyrsidig figur, i hvilken de sidor, som stå
midtemot hvarandra, äro parallela, kallas Parallelogram.*).

") I stället för detta länga ord brukas i det följande ofta pgrm.33

En rät linea, som sammanbinder spetsarne af två motstående vinklar i en
pgrm, kallas Diagonal*).

Anm. En pgrm utnämnes ofta med blott tvä bokstäfver, som stå vid
motstående vinklar; men dessa böra tagas så, att någon förvexling med
diagonalen ej uppstår.

Prop. XXXIV. Theor.

(Fig. 53.) Motstående, sidor och vinklar i en parallelogram ABCD äro
lika stora, och diagonalen AC skär pgrmen midtitu.

Hypothes: Fig. ABCD är en pgrm, d. v. s. han har AB II CD, AD II BC.

Thes: AB=CD, AD—BC, /\B=/\D, f\BAD=f\DCB, tXACB^&CAD.

Emedan de motstående sidonia äro parallela, så äro de vinklar, i hvilka
samma bokstaf står, lika stora, såsom varande altemat-vinklar (prop.
29); som derjemte mellanliggande sida AC är gemensam, så är A ACB£? A
C/tD (prop. 26), således AB-=CD, AD = CB, f\B= f\D samt f\BAD= f\DCB
(Ax. 2).

Emedan IxACB^lSCAD, så är pgrmen midtituskuren af diagonalen AC. H. S.
B.

Cor. 1. Om en fyrsidig figurs motstående sidor äro lilca stora, så äro
de ock parallela (prop. S) och figuren en pgrm.

Cor. 2. Då man känner två sidor och mellanliggande vinkel i en pgrm, så
uppritas han mycket lätt, om man på vinkelbenen afskär stycken = de
gifna lineerna samt genom hvar och en af de så erhållna punkterna
drager en rät linea II det andra vinkelbenet. Detta sker lättast, om
man tager punkten på ena vinkelbenet till medelpunkt och det på andra
vinkelbenet afskurna stycket till radie för en cirkel och pä samma sätt
med punkten på ajidra vinkelbenet.

') Namnet diagonal gifves också åt en rät linea, som sammanbinder två
vinkelspetsar i en rätlinig figur hvilken som helst. Lindman, Euklides,
I—IV. 334

Cor. 3. Två parallelogrammer äro kongruenta, om de hafva hvar sin
vinkel lika stor och sidorna omkring de lika stora vinklarne lika stora
(prop. 4).

Cor. 4. Uppdragas båda diagonalerna i en pgrm, så visas lätt, att de
skära hvarandra midtitu (prop. 26). I rätvinkliga parallelogrammer äro
diagonalerna lika stora, och uti liksidiga parallelogrammer äro de
vinkelräta mot hvarandra.

Anm. Af def. 37 och prop. 34 är tydligt, att alla i definitionerna
30—33 nämnda fyrsidiga figurer äro parallelogrammer. Således är
paral-lelogrammen icke något nytt slag utaf fyrsidiga figurer.

Prop. XXXIV. A. Probl.

(Fig. 54.) Att dela en gifven rät linea AB i ett uppgifvet antal lika
stora delar.

Upplösning. Drag genom A en linea AC, som gör någon vinkel mecl AB, och
afskär på AC ett stycke AH efter behag. Skall nu AB delas i t. ex. fem
lika stora delar, så afskär på AC från H ytterligare fyra stycken Hl,
IK, KL, LC, alla = AH (de på AC afskurna styckena skola inalles vara
lika många som delarne af AB). Sammanbind B C och drag HD, TE, KF, EG,
allesammans parallela med BC, så är AB delad i fem lika stora delar.

Bevis. Drag HM, IN, KO, LP parallela med AB.

De vinklar, i hvilka samma bokstaf står, äro lika stora (konstr., prop.
29) och mellanliggande sidor äfven (konstr.); således är A AIW 5? A
HIMAIKN?g A KLO9° AZCP(pr0p. 26), följaktligen AD=HM=IN=KO=LP-, men
HM=J)E, IN=zEF, KO = FG, EP=GB (prop. 34), såsom motstående sidor i
parallelogrammer. Således är AB delad i fem lika stora delar. H. S. G.

Prop. XXXV. Theor.

(Fig. 55.) Parallelogrammer ABCD, EBCF, som stå pä samma bas BC och
mellan samnia parallela lineer AF, BC, äro lika stora.35

l:o) E faller på förlängningen af AD.

Efter AD—DC—EF (prop. 34), så är AD—EF och AE—DF (Ax. 2). Vidare är AB
= DC (prop. 34) och mellanliggande /\A=/\CDF (prop. 28), alltså AABE^
ADCF (prop. 4). Om nu den gemensamma A DGE på båda ställen borttages,
så är trapeziet AD (IB — trap. EGCF (Ax. 3); lägges A BGC till dessa,
så blir pgrmen ABCD = pgrmen EBCF (Ax. 2). H. S. B.

2:o) E sammanfaller med D.

Då är hvardera pgrmen dubbelt så stor som ABDC (prop. 34), och således
parallelogrammerna lika stora (Ax. 6). H. S. B.

3:o) E faller emellan A och D.

Då bevisas såsom i l:o) att A ABE A DCF, utom att man anlitar Ax. 3 i
stället för Ax. 2. Tillägges sedan på båda ställen trapeziet BEDC, så
är pgrmen ABCD = pgrmen EBCF. H. S. B.

Anm. Parallelogrammerna äro här lika stora, men icke kongruenta annat
än undantagsvis.

Prop. XXXVI. Tlieor.

(Fig. 56.) Parallelogrammer AC, EU, som stå på lika stora baser BC, GII
och mellan samma parallela lineer AF, BIT, äro lika stora.

Sammanbind BE, CF (eller ock AG, DU).

Emedan BC— GII (hyp.) ocli G71= EF (prop. 34), så är EF=BC. De äro
äfven parallela (hyp.): således är äfven BEWCF (prop. 33) ocli fig.
BEFC en pgrm. Denna är = både pgrmen AC och pgrmen EI7 (prop. 35),
hvilka derföre äro lika stora sinsemellan (Ax. 1). H. S. B.

Prop. XXXVII. Tlieor.

(Fig. 57.) Trianglar ABC, DBC, som stå på samma bas BC och mellan samma
parallela lineer AD, BC, äro lika stora.36

Drag BEWAG, CF\\ BD och utdrag BE och CF, tills de råka den utdragna AD
i E och F, så är pgrmen CE = pgrmen BF (prop. 35) och den förres hälft
A ABC — den sednares hälft A DBC (prop. 34; Ax. 7). H. S. ß.

Prop. XXXVIII. Theor.

(Fig. 58.) Trianglar ABC, DEF, som stå på lika stora baser BC, EF och
mellan samma parallela lineer BF, AD, äro lika stora.

Bevisas såsom prop. 37, men med biträde af prop. 36.

C or. De fyra trianglar, i hvilka en pgrm delas genom diagonalerna, äro
lika stora. De 'två, som hafva motstående sidor till baser, äro
kongruenta. (Jfr prop. 34, Cor. 4).

Prop. XXXIX. Theor.

(Fig. 59.) De trianglar ABC, ABD, som äro lika stora ocli stå på samma
bas AB åt samma sida, äro mellan samma parallela linier.

Drag CD. — Om CD ej är || AB, så måste (prop. 31) någon annan genom C
gående linea, t. ex. CF vara || AB. Drag då BF, så är AABF= A ABC
(prop. 37) och således äfven AABF= AABD (Ax. 1), en del mecl det hela,
hvilket är orimligt (Ax. 9). Således är icke CFWAB, och på samma sätt
bevisas, att ingen annan rät linea än CD är det. H. S. B.

Prop. XL. Theor.

(Fig. 60.) De trianglar ABC, DEF, som äro lika stora och stå på lika
stora baser A B, DE åt samma sida på summa .räta Jinea, äro mellan
samma parallela lineer.

Bevisas på samma sätt som prop. 39, men mod biträde af prop. 38.

Prop. XII. Theor.

(Fig. 61.) Om en parallelogram ABCD ocli en triangel BCE stå på samma
bas BC och mellan samma parallela lineer BC, AE, så är parallelogrammen
dubbelt så stor som triangeln.37

Sammanbind AC.

Då är AABC= ABCE (prop. 37); men pgrmen BD är = 2 A ABC (prop. 34),
således ock = 2 ABCE. H. S. B.

Prop. XLII. Probl.

(Fig. 62.) Att göra en parallelogram, som är lika stor med en gifven
triangel ABC och har en vinkel lika med en gifven vinkel D. >

Skär en af A:ns sidor, t, ex. B C, midtitu i E, sätt i E vid EC en
f\CEF— /\ D, drag genom endera af punkterna B eller C, t. ex. C, en
linea CG II EF och genom A lineen AG II BC, så är EG genom sjelfva
konstruktionen en pgrm, som har en f\CEF= f\D.

Man behöfver således blott bevisa, att prgmen EG är = A ABC. Sammanbind
derföre AF.

Emedan BE=CE (konstr.), så är AABE^AACE (prop. 38), således AABC—2AACE;
men nu är ock pgrmen EG = 2AACE (prop. 41), alltså EG = A ABC (Ax. 6).
H. S. G.

C or. På alldeles samma sätt kan man göra en pgrm, som är — en gifven
fyrsidig figur och har en f\ — en gifven /\, om man slcär ena
diagonalen midtitu o. s. v.

(Fig. 63.) Def. 38. Om man genom en punkt F på ena diagonalen AC i en
pgrm ABCD drager räta lineer GH, EK parallela med sidorna, så delas
hela pgrmen i fyra pgrmer GE, HK, DF, FB. Af dessa sägas de två GE, HK,
genom hvilka diagonalen går, stå omkring diagonalen, men de öfriga två
DF, FB kallas deras fyllnader.

Prop. XLIII. Theor.

(Fig. 63.) Uti livar ocli en parallelogram ABCD äro fyllnaderna DF, FB
lika stora.

Ty A ABC™ ACJ>A (prop. 34) och af samma skäl A A EF00 AFGA, AFHC™ ACKF:
således är38

AAEFAFHC = AFGA + ACKF (Ax. 2). Borttagas dessa från A ABC och A CD A,
så är den återstående fyllna-den FB = FD (Ax. 3). H. S. B.

Cor. I liksidiga parallelogrammer äro parallelograrnrnerna kring
diagonalen äfven liksidiga pgrmer \d. v. s. i en Rhomb äro de Rhomber
och i en qvadrat äro de qvadrater (prop. 29; 6)], och fyllnaderna äro
kongruenta pgrmer (prop. 34- Cor. 3).

* I Prop. XLIY. Probl.

(Fig. 64.) Att' på en gifven råt linea AB upprita en parallelogram, som
är lika stor med en gifven triangel CDE och har en vinkel lika ined en
gifven vinkel V.

Gör en pgrm Fil = ACDE och ined en A ECU— A V (prop. 42). Sätt i A vid
AB en f\BAl=^ A V. Är då AB — endera af sidorna CF eller CH, så
behöfver man blott på AI afskära ett stycke = den andra och fullborda
pgrmen (prop. 34. Cor. 2). I annat fall utdrages B A ett stycke AK= CF,
hvarefter man gör AI= CH och fullbordar pgrmen AL, hvilken tydligen är
2= Fil (prop. 34. Cor. 3) = ACDE. Drag sedan BMW Al samt utdrag BM och
LT, tills de råkas i M, och sammanbind MA. Om nu MA utdrages, så måste
hon råka den utdragna LK, emedan hon råkar AI, som är parallel med LK
(Ax. 12). Låt då MA och LK vara utdragna och råkas i P. Drag sluteligen
PO II AB och utdrag 1A och MB till R och 0.

Enligt denna konstruktion är LO en pgrm, hvars diagonal MP är. Derföre
är fyllnaden AG— AL (prop. 43); men AL är = ACDE, således AG = ACDE.
f\ABO är äfven = ABAI (prop. 29. 2) = A V. H. S. G.

Anm. Parallelogrammer! AO och f\BAI ligga alltid på motsatta sidor om
AB. Vill man således hafva pgrmen på en viss sida om AB, så skall man
sätta vinkeln på den motsatta.

Prop. XLY. Probl.

1) Att göra en triangel, som är lika stor med ett gifvet trapezium
ABCD; 2) Att göra ett trapezium, som är lika stort39

med en gifven månghörning ABCDEFGH; 3) Att göra en parallelogram, som
år lika stor med en gifven månghörning och har en vinkel lika stor med
en gifven vinkel V.

(Fig. 65.) 1) Drag en diagonal AC samt genom B lineen BE II AC, drag ut
DA, tills hon råkar BE i E, och sammanbind CE, så är a CDE — trap.
ABCD.

Emedan BE är II AC, så är AACE = A ABC (prop. 37), och om AACD
tillägges, så blir ACDE = trap. ABCD.

(Fig. 66.) 2) Sammanbind två vinkelspetsar A och C, mellan hvilka blott
en B ligger (alldeles såsom i 1)). Drag genom denna lineen BI II AC och
sammanbind Cl, så är ABCI= ABAI (prop. 37), således den gifne
månghörningen — ICDEFGH, som har en sida mindre. Sammanbind vidare Dl
och drag genom mellanliggande vinkelspets C lineen CKII DT, utdrag I A,
tills hon råkar CK i K, och sammanbind DK, så är ADKI= ADC1 (prop. 37),
således den gifne månghörningen = KDEFGH, som liar två sidor mindre.
Tydligen kan man fortfara på samma sätt, tills man får det begärda
trapeziet; men som i den nu begagnade figuren finnes ännu en inåt
gående vinkel, så är bäst att bortskaffa äfven den. Derföre
sammanbindes Fil. och GL drages II FH och FL sammanbindes. Då är den
gifne månghörningen = KDEFL. Sammanbind sluteligen EL, drag FM II EL
ocli sammanbind EM, så är den gifne månghörningen — trap. KDEM.

3) Gör först ett trapezium = den gifne månghörningen ocli derefter
enligt prop. 42. Cor. en parallelogram, som är = trapeziet och liar en
A = A V. H. S. G.

Prop. XL Yl. Pro bl.

(Fig. 67.) Att på en gifven rät linea AB uppiita en qvadrat.

Drag genom endera ändpunkten t. ex. A en linea ACA. AB (prop. 11) och
gör AD—AB-, drag vidare DE || AB, BE II AD.40

Figuren A B El) är då genom konstruktionen en pgrm, således (prop. 34)
DE =4AB, BE=AD; men AD gjordes = AB, således äro alla fyra sidorna lika
stora eller pgrmen liksidig. Emedan vidare AD är II BE och f\A — R
(konstr.), så är ock f\B—R (prop. 29. Cor.) och deras motstående
vinklar äfvenledes (prop. 34). Pgrmen AE är sålunda både liksidig och
rätvinklig, d. v. s. en qvadrat (def. 30). H. S. G.

Cor. Häraf ses, att om en vinkel i en pgrm är rät, sä äro alla
vinklarne räta.

Anm. Detta problem är blott ett enskildt fall af prop. 34. Cor. 2, men
upptages liär för att ej rubba nummerföljden. Den på anförda stället
föreslagna konstruktionen är äfven här den beqvämaste; men om han
användes, så måste beviset derefter ändras. Då är figuren genom
konstruktionen liksidig, ocli inan behöfver endast bevisa, att han är
rätvinklig, hvilket lätt kan ske, om man sammanbinder DB. Beviset
gran-dar sig på prop. 8; prop. 32 Cor. 2; Ax. 2.

Prop. XLYII. Theor.

(Fig. 68.) Uti rätvinkliga trianglar är qvadraten på hy-potenusan lika
stor med de qvadrater tillhopa, som uppritas på katheterna.

Hypothes: /\A = R-, Thes: i3C2—=ÆB2+^C2. *)

Ty upprita på BC qvadraten BDEC och på AB, AC qvadraterna BG, HC. Drag
genom A lineen AKWBD och sammanbind AD, CF.

Efter A DBC= R—/\ FBA (def. 30; Ax. 11), så måste, om A ABC tillägges,
J\ABD vara = f\FBC (Ax. 2). Nu är ock AB —BE, BD — BC, såsom sidor i
samma qvadrat; alltså är A ABD°° AFBC (prop. 4). Men rektangeln
BK—21SABD (prop. 41) och qvadraten BG—2AFBC, ty äfven de stå på samma
bas och mellan samma parallela lineer, alldenstund GA och AC ligga i
rät linea (prop. 14), hvilket lätt inses deraf, att [\BAC är = R (hyp.)
ocli f\BAG—H

') Qvadraten, som uppritas pä en linea AB, plägar betecknas med AB'2
eller AB q, som utläses: qvadraten pä AB.41

(konstr.; def. 30). Således är rektangeln BK = qvadraten B G (Ax. 6).
På samma sätt bevisas, att rektangeln CK är = qvadraten CII.

Derföre är qvadraten BE — qvadr. BG -f- qvadr. CH d. v. s. BC-^AB^+AC*.
H. S. B.

(Fig. 69.) C or. Medelst denna prop. år det lått att finna sidan i en
qvadrat, som år lika med summan af eller skillnaden emellan två gifna
qvadrater.

Eåt AC ocli FH vara de båda qvadraterna.

I förra fallet gör man BK—EF och sammanbinder AK. Då är' AK2=AB*-1-
BIO—.4(7+FH.

I sednare fallet tager man E till medelpunkt och AB till radie för en
cirkel samt utdrager FG till periferien i E och sammanbinder EL. Då är
FL- — EL-—EF2=A C— FH. H. S. G.

Anm. Detta märkvärdiga och ofantligt nyttiga Theorem plägar kallas det
Pythagoreiska efter sin uppfinnare, den berömde grekiske filosofen
Pythagoras, som lefde i 6:te seklet före Christi födelse.

Prop. XIVII. A. Theor.

(Fig. 70.) 1) Qvadrater AE, CG med lika stora sidor AB, CD, äro lika
stora; och 2) lika stora qvadrater 10, IX) hafva lika stora sidor IK,
LM.

1) Drag diagonalerna BF, DH, så är a ABF^L a CDH (prop. 4), alltså
AE=CG (prop. 41; Ax. 6).

2) Om någondera sidan, t. ex. LM, vore större, så afskär ett stycke
LT—IK och fullborda qvadraten LS. Denne skulle då enbgt l:o vara — 10,
således ock med LQ, hvilket är orimligt (Ax. 9).

Således är 1K=LM. H. S. B.

Prop. XIVIII. Theor.

(Fig. 71.) Om qvadraten på en sida B C i en triangel ABC är lika stor
med qvadraterna tillhopa på de båda andra42

sidorna AB, AC, så är den vinkel BAC, som står emot den förstnämnda
sidan BC, en rät vinkel.

Hypothes: BC-^AB^-^AC1; Thes: f\BAC=R.

Drag genom punkten' A lineen ADA.AC, gör AD—AB och drag DC.

Emedan AD är = AB (konstr.), så är AD2=AB- (prop. 47 A. 1); tillägges
AC-, så blir AD-+ AC2= AJF+AC*. Men CD2 är lika med AD-+ AC- (konstr.,
prop. 47) och AB*-+AC2=BC2 (hyp.); alltså är CD2=BC* (Ax. 1) och CD=BC
(prop. 47 A. 2). Efter nu AD är = AB, AC gemensam samt CD = BC, så är
IkA-DC^ AABC och f\DAC= f\BAC=R. H. S. B.Andra Bolien.

Definition.

En rektangel (I: def. 31) säges innehållas af de två räta lineer, som
omfatta en rät vinkel i honom. — Om således AB och AC äro ifrågavarande
lineer, så innehålles rektangeln af AB och AC. Ofta nyttjar man dock
det kortare uttrycket: rektangeln af AB ocli AC.

Anm. Orsaken, hvarföre en rektangel säges innehållas af de två sidor,
som omfatta en rät vinkel i honom, är, att han genom nämnda lineer är
fullkomligt bestämd och kan uppritas (I: 34. Cor. 2). I anledning häraf
plägar en rektangel, utom det förut (I: def. 37 efter prop. 33) nämnda
sättet, betecknas genom att skrifva de två lineer, af hvilka han
innehålles, inpå hvarandra med en punkt eller snedt kors (X) emellan.
Sålunda betecknas rektangeln af AB och CD med AB. CD eller AB X CD.
Betecknas åter sidorna med små bokstäfver,, t. ex. a och b, så utmärkes
rektangeln med ab utan någon punkt emellan. Detta är alldeles samma
beteckning, som i Algebra användes för att utmärka en produkt. Också
kan man med lika godt skäl kalla (och kallade verkeligen fordom)
produkten af två olika faktorer för rektangeln af dem, som man kallar
produkten af två lika faktorer för qvadraten på den ena. I följd häraf
gälla de satser, som i det följande komma att bevisas angående
rektanglar, äfven om tal införas i stället för lineer.

Prop. I. Tlieor.

(Fig. 72.) Om två räta lineer AI ocli BC förekomma, af hvilka den ena
BC år skuren i huru många delar det vara må,44

så skall rektangeln, som innehålles af dessa båda lineer, vara lika
stor med alla de rektanglar tiüsammanstagna, som innehållas af den
oskurna lineen AI och hvar och en af den skurna lineens delar.

Thes: Al. BC= Al. BD + AI. DE-\- AI.EC.

Ty drag genom den skurnas ena ändpunkt, låt vara B, en linea B FA- BC,
gör BG=-A1 och fullborda rektangeln BH (I: 34. Cor. 2), samt drag BK
och EL II BG.

Då är tydligen BH=BK+DL+EH (Ax. 9); men nu är BH= AI.BC, ty han
innehålles af BG och BC, af hvilka BG gjordes — AI. Emedan I) K och EL
äro = BG (konstr., I: 34), så iinner man på samma sätt, att BK är —
Al.BD, DL=AI.DE, EH=AI.EC. Derföre är

Al. BC= AI. BD + A I. DE+ AI. EC. H. S. B.

Anm. Gör man AI—a, BI) = b, DE — c, EC=d, så är BC=b + c-\-d och man
får a(b-{-c-\-d)=ab-\-ac-\-ad.

(Jfr Björlings Algebra 7:de uppl. sidan 14, 2:do).

Prop. II. Tlieor.

(Fig. 73.) Om en rät linea/ AE är skuren i två delar hurudana som helst
AD, DE, så äro de rektanglar tillhopa, som innehållas af hela lineen
och livar och en af dess delar, lika stora med qvadraten på hela
lineen.

Thes: AE.AD+AE.DÉ=AE2.

Detta Theorem är blott ett Cor. af prop. 1, hvilket erhålles, om man i
prop. 1 gör AI=BC ocli skär BC i endast två delar.

t i Prop. III. Tlieor.

(Fig. 74.) Om en rät linea AC är skuren i två delar AB, BC hurudana som
helst, så är rektangeln, som innehålles af hela lineen och den ena
delen, lika stor med rektangeln, som innehålles af båda delarne,
tillsammanstagen med qvadraten på den först omtalade delen.45

Thes: AC.BC= AB.BC-\-BC2 eller AC. AB —AB. BC+ AB2.

Detta Theorem är också ett Cor. af prop. 1, hvilket erhålles, om man
der delar den skurna lineen i två delar och gör den oskurna lika stor
med endera af dessa.

Prop. IV. Theor.

(Fig. 75.) Om en rät linea AB år skuren i två delar hvilka som helst
AC, BC, så är qvadraten pä hela lineen lika 1 stor med summan af
qvadraterna på delarne tillhopa med två gånger rektangeln af delarne.

Thes: AB2=ÅC2-\- BC1+2 A C. BC.

Upprita på AB qvadraten ABDE. Drag ena diagonalen BE och derefter CF\\
BD samt genom den punkt G på diagonalen, som då erhålles, lineen HKWAB.
*)

Enligt I: 43 ocli Cor. är AG 99 DG samt CH och FK qvadrater. Dessa fyra
figurer äro tillhopa — AD; men AD — AB'1 (konstr.), CH=ÉC2, FK— GK2=
AC2 (I: 34; 47 A) och AG=AC.BC, emedai CG=BC (I: def. 30), således AG +
DG—2 A C. BC. I följd häraf är AB2= AG- + ÉV-+2AC. BC. H. S. B.

Ett annat bevis.

Först är enligt prop. 3

AB.AC^=AC2 + AC.BC AB. BC— BC*-fAC.BC således (Ax. 2) AB. AC-j- AB. BC—
AC2+BC2 + 2/1(7. BC.

Vidare är enligt prop. 2

AB. AC+ AB. BC— AB2, alltså A B2=AC2+BC2+2AC. BC. H. S. B.

*) Att i e» pgrm draga en diagonal och genom en punkt pä honom lineer
parallela med sidorna, kallas att konstruera figuren. Att genom tvä
punkter pä en diagonal draga lineer parallela med sidorna, kallas att
konstruera en dubbel figur.46

Anm. Betecknas AG med a, BC med b, så är AB=a+b och man finner

(a + Ä)2=a2 + J2 + 2«5.

C or. Om AC är = BC, d. v. s. AB midtituskuren, så äro äfven AC och G
I) qvadrater ocli AB- = ±A(J- eller qvadraten på en linea är fyra
gånger sä stor som qvadraten på halfva lineen.

Prop. V. Tlieor.

(Fig. 76.) Om en rät linea AB är slcuren i två delar AC, CB, som äro
lika stora, ocli uti två AD, BD, som iclce äro lika stora, så är
rektangeln af de båda olika delarne tillsammans med qvadraten på den
linea CD, som ligger mellan afskärning s-punkterna, lika stor med
qvadraten på halfva lineen.

Hypothes: AC=CB, AD>BD.

Thes: AD.BD-|-CD"- = BC2.

Rita på BC qvadraten BCEF och konstruera figuren (se noten sid. 45).
Drag AKWCE och utdrag OL till K.

Nu är CH—HF (I: 43), således, om DO tillägges, så är CO — DF (Ax. 2);
men CO är = AL (I: 36), således ALj = DF. Tillägges CH, så blir AH—
CH-\-DF; tillägges vidare LG, så är AII+ L,G = CLf+ DF+LG=CF=BC2; men
AH är = AD.BD, emedan DH—BD, och LG är = CD-, emedan LE är = CD.

Således är AD. BD + CD'1—BC-. H. S. B.

Anm. Gör man AC=a, CD=b, så är AI)=a-\-b, BD=a — b, och man finner

(a-fi) (a—A)-|-A2rr a2, eller (è + b)(a — i) = a2— b2. (Ax. 3.)

Prop. VI. Theor. .

(Fig. 77.) Om en rät linea AB är delad i två lika stora delar AC, CB
ocli en annan rät linea BD sammanfogas med henne ända rätt fram åt, så
är rektangeln af liela den sammansatta lineen och den tillagda lineen,
tillsammans med qvadraten på halfva lineen, lika stor mecl qvadraten på
den halfva och tillagda lineen såsom en linea.47

Thes: AD.BD-\-BCz— CD-.

Rita på CD qvadraten CD FE och konstruera figuren. Drag AKWCE och
utdrag ML till K. Då är CH= HF (I: 43), men AL är ock = CH (I: 36),
således är AL—HF. Tillägges CM, så är AM=CM+HF; tülägges ytterligare
LG, så är AM+ LG = CM-\-EF- LG = CF. Som nu AM är = AD.BD, emedan BD är
= DM, [-LG=LH-=CB-och CF— CD2, så är AD.BD+BC*=CD2. H. S. B.

Anm. Gör man CD=b, AC=BC=a,sÅäx AD=b + a, BD=b— a, och man får

(5 + a)(i —a) + «2=i5 eller (b + — = a\

Det theor., som i denna och föregående Anm. innehålles, kan särskildt
bevisas sålunda:

Prop. VI. A. Theor.

(Fig. 78.) Om två olika stora räta lineer AB, AC äro framställda, så är
skillnaden mellan deras qvadrater lika stor med rektangeln af deras
summa ocli skillnad.

Hypothes: AB>AC.

Thes: AB*— AC*=(AP-\-AC){AB—AC).

Rita på AB qvadraten AB DE och på AC qvadraten ACFG; drag ut DE ett
stycke EH—AC, drag IIKW AE ocli utdrag FG åt båda sidor till K och L.

Emedan nu AB = AE (I: def. 30), AC=AG, så är BC=EG (Ax. 3) = EK (I: 34)
= AB—AC.

Då nu derjemte DU är = AB-f-AC (konstr.), så är DK=(AB+AC)(AB—AC).
Vidare är EK—BF (1: 34. Cor. 3), alltså DK— DG -f- BF— AD — AF, d. v.
s. &—AC1 'MaB -j- ACj (AB—AC). H. S. B.

Prop. VII. Theor.

(Fig. 79.) Om en rät linea AB är skuren i två delar AC, BC hurudana som
helst, så är qvadraten på liela lineen jemte qvadraten på ena delen
lika stor med två gånger rektangeln af hela lineen och denna delen
tillhopa med qvadraten på den andra delen.48

Thes: AB- -f- BC2 = 2 AB.BC-\-AC2.

Rita på AB qvadraten ABED och konstruera tiguren, så är rekt. AG =
rekt. EG (I: 43) och, om Cl tillägges, AI= CE, alltså AI+ CE= 2AI= 2AB.
BC, emedan BI= BC. Tillägges nu HF(=A C2), så blir A1+CE+HF=2AB.BC+AC2;
men AI+CE+HF är = AE+C1=AB2+BC2. Derföre är AB2-\-BCT-=2AB.BC+ AC2.

På samma sätt bevisas att

AB2+AC2=2AB.AC-\-BC2. H. S. B.

Anm. Gör man AB = a, BC—b, så är AC=a — b, och man får os + is=2a6 + (a
— eller (Ax. 3) (a—6)2=a2+ b2—2a6.

Ett annat bevis.

Enligt prop. 4 är AB2=AC2+BC2-\-2AC.BC-,

tillägges BC2=BC2_så blir

AB'1 + BC2=AC2+2BC-+2AC. BC; men nu är BC2-\-AC.BC=AB.BC (prop. 3),
alltså AB2+BC2=AC2+2AB.BC. H. 8. B.

Prop. VIII. Theor.

(Fig. 80.) Om en rät linea AB är skuren i två delar hurudana som helst
AC, BC, så är fyra gånger rektangeln af hela lineen och den ena delen
tillsammans med qvadraten af den andra delen lika stor med qvadraten af
hela lineen ocli den först omtalda delen såsom en linea.

Thes: AAB !bBC+AC2=(AB -f BC)2=AJ)2.

Drag ut AB ett stycke BE — BC, rita på A D qvadraten ATJFE och
konstruera dubbla figuren.

Emedan BC—BF) (konstr.) ocli CO en qvadrat (I: 43 Cor.), så äro CK, BN,
GR, RN lika stora qvadrater och CO—ACK (prop. 4 Cor.) Tydligen är CG =
GP, PR=RO, följaktligen AG—MP, PL—RF (I: 36); men MP är = PL (I: 43),
alltså AG=MP= PL — RF och alla fyra tillhopa = 4A-G. Lägges nu en af de
förutnämnda qvadraterna till hvardera af dessa, så blir summan — AK och
4 AK— CO-f-A AG.49

Tillägges vidare llX, sora är = qvadraten på AC, så blir ±AK+HX=AF
eller, emedan AK är = AB.BC och AF= Air-, 4A B. BC-\-AC-= AIT-.

På samma sätt bevisas att 4AB. AC+BC2=(AB+AC)2.

Ett annat bevis.

Drag ut AB ett stycke BD=BC.

Enligt prop. 4 är AD1 — AB*- +BD-+2AB.BD-, men enligt samma är
AB*=AC1+BC,l+2AC.BC.

Emedan BD = BC (konstr.) j så blir genom införande häraf

Air-=AC-+2BC- -(-2AC. BC-f 2AB. BC-, men BC°-+AC.BC är = AB.BC (prop.
3), alltså AD2=AC'1+4AB. BC. H. S. B.

Anm. Gör inan AB=a, BC—h, så är AC=a — b, AD=a-\-b och man finner

{a-\-l>y=(a — bf + Ub eller (n + J)2—(a — &)»=4aS.

Prop. IX. Theor.

(Fig. 81.) Om en rät linea AB är skuren i två delar AC, BC, som äro
lilca stora, och uti tvä AD, BD, som icke äro lika stora, så är summan
af qvadraterna på de olika delarne dubbelt så stor som summan af
qvadraten på halfva lineen och qvadraten på den linea, som ligger
mellan af skärningspunkterna.

Thes: AD*+BIT- = 2(A C2 -f CD"-).

Drag genom C lineen CE A. AB, gör CE—AC och drag AE, BE. Drag vidare
DFWCE, FG [| AB och sammanbind AF.

I den likbenta och rätvinkliga (konstr.) AACE är f\A= f\AEC--=\R (I:
32. Cor. 2). Af samma skäl är f\B= f\BEC=\B, således hela /\AEB — R.

Emedan [\BEC är = \R och [\EGF=R (konstr., I: 29), så är AKFG=\R och
EG—GF (I: 6) = CD.

Vidare är AB=\R ocli f\BDF—R (konstr., I: 29), således f\BFD —\R och
DF— BD.
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I rätvinkliga A ACE är AC=CE (konstr.), således AC--—CE- (I: 47. A) och
AE-=2AC- (I: 47): "af samma skäl är EF- = 2GF'2=2CD2, säl. AE2+EF2=
2(AC2 + CD"1); men emedan f\AEF är = II, så är

AEn-+EF2=AF-1=ADn-+I>F2=AI>-+Bm (I: 47).

Derföre är

AI)--\- BD2—2(AC2 -|- CD"-). H. S. B.

Ett annat bevis.

Enligt prop. 4 är Alf1 = A C2 + CD2 +2AC.CD och enligt prop. 7 BD2—B
C2+CD2—2BC. CD; som nu BC är = AC, så finner man (Ax. 2)

A1T-+Bir-~2{AC2-\1CD2). H. S. B.

Cor. Häraf inses, att om en rät linea delas i två lika ocli, två olika
stora delar, så är summan af de olika delarnes qvadrater alltid större
än summan af de lika delarnes, och att summan af delarnes qvadrater är
minst, då delarne äro lilca stora.

Anm. Gör man AC=a, Cü — h, så är AD=a-\-b, DD=a—b ocli (,a + by + (a —
i)2=2 (a2 + Ä2).

Prop. X. The»r.

(Fig. 82'.) Om en rät linea AB är skuren midtitu i C och en annan rät
linea BD sammanfogas med, henne ända rätt framåt, så är qvadraten på
hela den sammansatta lineen, tillhopa med qvadraten på den tillsatta
lineen, dubbelt så stof som qvadraten på halfva lineen, tillhopa med
qvadraten på den halfva ocli tillagda lineen såsom en linea.

Thes: A //-+ BD2— 2 (AC2 + CD2).

Drag CEAAB, gör CE—AC ocli fullborda rektangeln CD FE (I: 34. Cor. 2).
Sammanbind EB och utdrag den, tills hon skär den utdragna FD i G.
(Dessa lineer måste skära hvarandra (I: 28. A), emedan f\BEF+ /\F<2R).
Sammanbind sluteligen AE, AG.51

I den likbenta och rätvinkliga A ACE (konstr.) är f\A=f\AEC=\R och af
samma skäl är /\CBE=/\CEB=\R, således A AEB—R. Vidare är f\T)BG=, f\CBE
(1:15) samt- /\BDG— f\BCE (1:29) == R, alltså ABGP=\R och sidan DG =
BD. Efter f\EGF är == \R och f\F=R (I: 34), så är A FEG=YR och FG —=
EF— CD.

Emedan AC=CE, så är AC2=CE\ och emedan derjemte f\ACE är = R, så är
AE*=2A02 (1:47). Af samma skäl är EG-—2EF-—2CD-; men AG- är = AE*+EG*
(I: 47) = AD'1 + DG- = AV-+BD'1; alltså är

AD2+B1T- = 2(AC2+CD2). H. S. B.

,Ett annat- bevis.

Enligt prop. 4 är AD2=AC2-\-CD2+2AC.CD ocli enligt prop. 7 BD2 = BC*+
CD*—2BC. CD;

men nu är BC=AC, alltså (Ax. 2)

AD'1+BD'-=2 (AC2 + CD2). H. S. B.

Anm. Gör man AC=a, CD —b, så är AD=b-\-a, BD=b — a och man finner

(fi + «)»+(Ä — ay—2(b-+d-). t

Prop. XI. Probl.

(Fig. 83.) Att tudela en gifven rät linea AB så, att rektangeln aj -
hela lineen och den ena delen blir lika stor med qvadraten på den andra
delen.

Sökt: en sådan punkt il på AB, att A B. B Ii är = AH1.

Upplösning. Drag genom A lineen AEJLAB, gör j E—\AB och samüianbind BE.
Drag ut EA och afskär på henne ett stycke EF— EB ocli på AB ett stycke
All—AF, så är H den sökta punkten.

För att bevisa detta fullbordas qvadraterna FH och AD och GiJ utdrages
till I-

Efter nu AC=AB och AE=\AB, så är AC midtitu-skuren i E; lineen AF är
sammanfogad med CA ända rätt framåt, således är (prop. 6)
CF.AF+-AE2=EF°-=BE252

(konstr.) = AE--\-AB- (I: 47). Borttages den gemensamma AE-, så är
CF.AF=±AB--, men CF.AF är = CG, emedan FG är = AF-. således är CG =
AB-. Borttages den gemensamma rekt. CH, så är FII=J)H eller AH-=AB .
BII. H. S. G.

Prop. XII. Theor.

(Fig. 84.) I trubbvinkliga trianglar är qvadraten pä den sidan, som
står emot den trubbiga vinkeln, så mycket större än summan af
qvadraterna på de båda sidor, som omfatta den trubbiga vinkeln, som två
gånger rektangeln af den ena af de sidor, som omfatta den trubbiga
vinkeln, och den delen af henne, som, då hon blifvit utdragen, ligger
emellan den trubbiga vinkeln och den från motstående vinkel nedfällda
vinkelräta lineen.

Hypothes: i l\ABC är f\BÄC>R-, BD JLAD.

Thes: BC-^AC2-^AB"-+2AC.AD.

Efter DC är skuren i två delar i A, så är (prop. 4) CD'1 = AC- + ATP- +
2AC. AD. Tillägges BD-, så är C£>2-1-.B.D2 = Æ72+ AIP+BD*-\-2AC.AD-,
men nu är BC-=CD--f- BD"1 och AB*=AD*-t-BD2, således

BC'i=AC,1-\- AB'1+2AC. AD. H. S. B.

Anm. Om man drager ut B A och fäller CE±BA, så bevisas på samma sätt
att BC2=AC2+ AB2 + 2AB. AE, hvaraf följer, att AC.AD är = AB.AE.

Prop. XIII. Tlieor.

(Fig. 85.) I hvarje triangel ABC är qvadraten på en sida AC, som står
emot en spetsig vinkel B, så mycket mindre än summan af qvadraterna på
de båda andra sidorna som två gånger rektangeln af den ena af de sidor,
som omfatta den spetsiga vinkeln, och den delen af henne, som. ligger
emellan den spetsiga vinkeln och den från motstående vinkeln .fällda
vinkelräta lineen.

Hypothes: A B<R; AD ABC.

Thes: AC2=A B2 -f BC1—2BC. BD.53

Emedan- BC är tudelad i D, så är BC2+BD2= =CD* + 2BC.BD (prop. 7) ocli,
om AD- tillägges, så blir BC* + BD2+AD* = CD*+AD*+2BC.BD-, men nu är
£D2-\-BD2=AB2 (I: 47) och likaledes AD2+CD2= AC2-. derföre är
BC2+AB2=AC2+2BC.BD eller

AC2=AB2+BC2 —2BC. BD (Ax. 3). H. S. B.

Anm. Om man fäller CE X AB, så kan på samma sätt bevisas att
AC2=AB2-\-BG2—2AB.BE.

Häraf följer att BC.BD är = AB. BE.

Detta tbeor. gäller om hvilken A som helst, emedan hvarje A har
åtminstone två spetsiga vinklar (I: 17. Cor.). Beviset är detsamma som
nu, äfven om en vinkel skulle vara rät eller trubbig.

f Proi». XIV. Probl.

(Fig. 86.) Att upprita en qvadrat, som är lika stor med en gifven
rätlinig figur A.

Gör först en rekt, BCDE—A (I: 45). Om denna rektangel händelsevis blir
liksidig, så är det gjordt, som begärdes; i annat fall söker man sidan
i en qvadrat, som är lika stor med rektangeln. Af prop. 6 A är bekant,
att hvarje rektangel är = skillnaden mellan två qvadrater, och i I: 47
Cor. visas, huru man finner sidan i en qvadrat, som är = skillnaden
mellan två gifna qvadrater. Drag derföre ut endera sidan, låt vara BE,
ett stycke EF = den andra sidan ED och skär BF midtitu i G, så vet man
af prop. 5, att BE. EF är = GF2—EG2. Tag vidare G till medelpunkt för
en cirkel, hvars periferi går genom B och utdrag DE till periferien i
B, så är Eli sida i den sökta qvadraten.

Ty sammanbind GU.

Då är EH2 = GH2 — EG2 (I: 47) =t GF2~EG2 = — BE.EF= BD—A. H. S.
G.Tredje BoKen.

Definitioner.

1. Lika stora cirklar och periferier äro de, som hafva lika stora
racher.

Anm. Detta är icke någon definition, utan ett theorem, hvilket dock
lätt bevisas, om (len ena cirkeln lägges på den andra så, att
medelpunkterna sammanträffa. Då måste äfven hvarje punkt på den enas
periferi sammanfalla med en punkt på den andras, efter radierna äro
lika stora, och således äro cirklarnes både periferier och ytor lika
stora (Ax. 8).

2. (Fig. 87.) En rät linea säges skära en cirkel, om hon

- faller till en del inom och till en del utom honom; en

rät linea deremot, som råkar en cirkel så, att hon ej skär honom, oin
lion utdrages, säges tangera cirkeln.

3. (Fig. 87.) Två cirklar sägas skära hvarandra, om den enas periferi
ligger dels utom dels inom den andras; men de sägas tangera hvarandra,
om de råkas utan att skära hvarandra. •

Anm. Tangering kan ske på två sätt: innantill, om periferierna råkas
så, att defl ena ligger liel och hållen inom den andra, och utantill,
om de råkas så, att deil ena ligger hel och hållen utom den andra.

4. En rät linea, som med båda ändarne slutar på en cirkels periferi,
kallas körda, och kordor sägas ligga lika långt ifrån medelpunkten, om
de på dem från medelpunkten fällda vinkelräta lineer äro lika stora
(Jfr I: 19 A); men den körda är längre från medelpunkten, på hvilken en
större vinkelrät linea från medelpunkten faller.55

5. En del af en cirkelperiferi kallas cirkelbåge eller vanligen blott
båge ocli den räta linea, som sammanbinder hans ändpunkter kallas hans
körda.

Samma körda tillhör alltid två bågar, hvilka tillhopa utgöra hela
periferien.

6. (Fig. 88.) Den figur, som inneslutes af en båge och hans körda,
kallas cirkel-segment.

7. Utelemnas.

8. (Fig. 89.) En, vinkel säges vara eller stå i ett segment, om hans
spets ligger på segmentets båge och de räta lineer, som omfatta honom,
gå genom kordans ändpunkter. A

Sålunda står A ABC i segmentet ABC, men f\C i segmentet ACB. (Ett
segment utmärkes på det sätt, att man först nämner kordans ena
ändpunkt, sedan en punkt på bågen och sist lcordans andra ändpunkt.)

9. (Fig. 89.) En vinkel säges stå på den båge, som vinkel-benen
afskära.

Sålunda står A ABC på bågen ABC.

Bland vinklar, som stå på cirkelbågar, läster man sig förnämligast vid
sådana, hvilkas spetsar ligga på periferien eller i medelpunkten. De
förra kallas periferi-vinklar, de sednare medëljmnktsvinklar.

10. (Fig. 90.) Sektor af en cirkel eller cirkel-sektor är en figur, som
inneslutes af två radier och den båge, som de afskära.

11. (Fig. 91.) Likformiga cirkelsegmenter äro de, i hvilka lika stora
vinklar stå eller kunna stå.

Om f\l> är = f\ E, så är segmentet A BC likformigt med segm. DEF.56'

Prop. I. Probl.

(Fig. 92.) Att finna medelpunkten till en gifven cirkel AEBC.

Drag korclan AB efter behag, skär henne midtitu i D, drag genom D en
linea _L AB och utdrag henne på båda sidor till periferien i C och E.
Skär sluteligen CE midtitu i F, så är F medelpunkten till cirkeln AEBC.

Ty om F ej är medelpunkten, så måste någon annan, t, ex. G, vara det.
Sammanbind GA, GD, GB. Emedan AD är = DB (konstr.), FJG gemensam ocli
AG — BG, emedan de skola vara radier, så är A AG D00 ABGD (I: 8),
således f\ADG~ f\BDG ocb båda räta (I: def. 10). Men f\BDF är ock = R
(konstr.), således skall A B DG vara = f\BDF (Ax. 11), eller en del
ined det bela, hvilket är orimligt. Derföre kan ej G vara medelpunkt,
och på samma sätt bevisas, att medelpunkten icke kan ligga i någon
annan utom EC belägen punkt.

Ej eller kan han ligga i någon annan punkt på EC än F. Ty om han
antages ligga i Ii, så skulle CH vara = HE, således CII>FE och ännu
mera CF> FE, ehuru de blifvit gjorda lika stora.

Cor. Om en rät linea skär en körda midtitu och är vinkelrät mot henne,
så ligger medelpunkten på den skärande lineen.

Prop. II. Tlieor.

(Fig. 93.) Den räta linea AB, som sammanbinder två punkter A, B på en
cirkels peiiferi, fuller hel och hållen inom cirkeln.

Sök medelpunkten D, tag på AB en punkt E efter behag och sammanbind DA,
DE, DB.

Emedan DÄ är = DB (I: def. 15), så är f\A= /\B (I: 5); men /\DEB är >
A^ (I: 16), således ock /\DEB > /\B och DB > BE (I: 19). Som nu B
ligger på periferien och DB är > DE, så räcker DE ej till periferien,57

utan punkten E (och hvarje annan punkt på AB utom A och B) ligger inom
cirkeln. (Jfr I: def. 16 Cor.) H. S. B.

Cor. 1. En rät linea kan. icke skära en cirkelperiferi i flera än tvä
punkter.

Cor. 2. En rät. linea, som tangerar en cirkel, kan ej råka periferien i
mera än en punkt.

Prop. III. Theor.

(Fig. 94.) Om en rät linea EF går genom en cirkels 'medelpunkt E och 1)
skär en körda AB, som ej går genom medelpunkten, midtitu, så är hon
vinkelrät mot lcordan; och 2) är hon vinkelrät mot kordan, så skär hon
denna midtitu.

1) Sammanbind EA, EB.

Efter AF är = BF (hyp.), EF gemensam och AE—BE (I: def. 15), så är A
AFE9g A B FE (I: 8), således

A A&E-- ABFE= R (I: def. 10). H. S. B.

2) Om samma konstruktion göres, så är f\A= f\B (I: 5) och enligt liyp.
är A AFE— [\ B FE. Som derjemte sidan EF är gemensam, så är A A FE°° A
B FE (I: 26), således AF=BF. H. S. B.

Prop. IV. Theor.

(Fig. 95.) Två kordor AC, Bl) kunna icke skära hvarandra midtitu,
derest ej båda gå genom medelpunkten F.

Låt AC ocli BD skära hvarandra i E och drag EF. Om nu BD skure AC
midtitu, så skulle AE vara = GE och således A AEF— A CEF— R (prop. 3).
Skures derjemte BD midtitu af AC, så att BE vore = DE, så skulle f\BEF
vara = f\DEF—R, följaktligen /\CEF— f\DEF (Ax. 11) eller en del med det
hela, hvilket är orimligt.

Går endera genom medelpunkten, så visas såsom i prop. 1, att denna ej
blir midtituskuren af den andra. H. S. B.58

Prop. Y. Theor.

(Fig. 96.) Om två cirklar BAE, BDE skära hvarandra, så hafva de Acke
samma medelpunkt.

Ty om detta vore möjligt, så låt C vara den gemensamma medelpunkten.
Sammanbind punkten B, der cirklarne skara hvarandra, med C ocli drag
efter behag en linea CA, som skär de båda periferierna.

Efter C är medelpunkt till cirkeln BAE, så är CB = CA, och efter C är
medelpunkt till cirkeln BDE, så är CB — CD; således är CA —CD, en del
med det bela, hvilket är orimligt. Alltså kunna icke två cirklar, som
skära hvarandra, hafva samma medelpunkt. H. S. 13.

"X

Prop. VI. Theor.

(Fig. 97.) Om trå cirklar BAE, BDC tangera hvarandra innantill, så
hafva de iclce samma medelpunkt.

Ty om de kunde hafva det, så låt F vara densamma.

Drag från F till B, der cirklarne råkas, räta lineen FB samt räta
lineen FA efter behag.

Då är FB—FD (I: def. 15) och äfven FB = FA, således FA —FD, en del med
det bela, hvilket är orimligt. Alltså kunna cirklarne i detta fall ej
hafva samma medelpunkt, H. S. B.

Prop. TH. Theor.

(Fig. 98.) Om räta lineer dragas till en cirkels periferi från en inom
cirkeln belägen punkt F, hvilken ej är medelpunkten, så är 1) de?)
lineen AF störst, som går genom medelpunkten E och 2) den FD minst,
sora går ut motsatt hull i råt linea med henne. Af de öfriga är 3) den
FB, hvars skärningspunkt B med periferien faller närmare den störstus
skärningspunkt A, större än den FC, hvars skärningspunkt C faller
längre derifrån, och 4) från den gifna punkten kunna endast59

två lika stora o-äta lineer dragas till periferien, en på hvardera
sidan om den största eller minsta.

1) Drag FB, som ej går genom medelpunkten, ocli sammanbind BE.

Då är FÅ=A E-\-EF— BE+ EF, emedan AE—BE (I: def. 15); men BE-\-EFär >
FB (I: 20), alltså FA>FB. På samma sätt bevisas, att FA är > hvarje
annan linea, som ej går genom medelpunkten.

2) Drag FG efter behag och sammanbind EG.

Då är EF+FG>EG (I: 20) eller > ED, som är = EG, således EF+FG>EF+FD,
FG> FD (Ax. 5).

3) Sammanbind CE.

Emedan B faller närmare till A, än C gör, så är A BEF> A CEF-, men BE
är == CE och EF gemensam för A B EF och A CEF: derföre är FB > FC (I:
24).

4) Här skall visas, att en linea — "t. ex. FG, men ej flera, kan dragas
från F till periferien. På samma sida om FA kan lion ej falla enligt
3:o. Sätt derföre i E vid EF en A FE11= A FEG och sammanbind Fil.

Då är EG—EU, EF gemensam ocli A GEF— f\HEF, således AGEF?? AHEF (I: 4)
ocli EG—Fil. Att ingen mera kan dragas följer af 3). IIenne,s
skärningspunkt med periferien skulle nemligen falla närmare A eller
längre från A än II och lineen således vara > eller < Fil. H. S. B.

Cor. 1. Om punkten F ligger på periferien, så gäller detsamma, men de
trianglar, som nämnas, blifva då Ukbenta.

Cor. 2. Om en inom en cirkel belägen punkt, som ej är medelpunkten,
tages till medelpunkt för en annan cirkel, så kan dennes periferi ej
träffa den gijnes i flera punkter än två, en på hvardera sidan om den
linea, som sammanbinder medelpunkterna. I sådant fall skära cirklarne
hvarandra ftlef. 3).

Prop. Yl II. The or.

(Fig. 99.) Om från en punkt D utom en cirkel räta lineer dragas till
periferien, så är 1) den (DA) störst, som går (jenom60

medelpunkten C, men 2) den (DG) minst, som utdragen går genom
medelpunkten; af de öfriga är 3) den (DE), hvars andra ändpunkt E på
periferien faller närmare den störst-as skärningspunkt A, större än den
DF, hvars andra ändpunkt F faller längre, frun nämnda punkt A; och 4)
från den gifna punkten D kunna endast två lika stora räta lineer dragas
till periferien.

1) Drag från D till periferien en annan linea DE efter behag och
sammanbind CE.

Då är CE+DC=DA (I: def. 15; Ax. 2); men CE+DC>DE (I: 20), således DA >
DE.

2) Drag DE' efter behag och sammanbind CE'.

Nu är CE'-j-DE' >CD d. v. s. > DG~\-CG (I: 20); men CG är = CE',
således DE' > DG (Ax. 5).

3) Sammanbind CE, CF.

Emedan CE = CF, CD gemensam, men /\DC'E> A DCF (hyp.), så är DE>DF (I:
24).

4) Slutehgen skall bevisas, att endast en linea till lika stor med t.
ex. DE kan dragas från D till periferien. På samma sida om DA kan hon
enligt det föregående icke ligga. Sätt derföre i C och på motsatt sida
om DA en A DCH= A DCE och drag DH.

Då är CE= CH, CD gemensam och /\DCE= [\DCIF, således A DCE°R A DCH och
DH=DE. Att ingen linea mer än DH kan dragas, är klart, ty då skulle hon
ock bli = DH, hvilket enligt 3:o är omöjligt. H. S. B.

Cor. Om en punkt utom en cirkel tages till medelpunkt Jör en annan
cirkel, så kan dennes periferi ej träffa den förres i fle, 'a än två
punkter, en på hvardera sidan om den linea, som sammanbilider
medelpunkterna. Då skära cirklariie hvarandra (Def. 3). ..

Prop. IX. Theor.

Om flera än två lika stora räta lineer falla från en punkt till en
cirkels periferi, så är den punkten cirkelns medelpunkt.61

Först är tydligt att punkten måste ligga inom cirköln, emedan från en
punkt utom endast två lika stora räta lineer kunna dragas till
periferien (prop. 8); men det är ock bevist (prop. 7), att från ingen
punkt inom, som ej är medelpunkten, flera än två lika stora räta lineer
kunna dragas. Den punkt, från hvilken flera än två lika stora lineer
äro dragna, måste således vara medelpunkten. Ii. S. B.

Prop. X. Tlieor.

En cirkelperiferi kan ej råka en annan i flera punkter än två, ntan att
med honom alldeles sammanfalla, ej eller tangera i mer än en.

Det förra är en omedelbar följd af Cor. till prop. 7 ocli 8, af hvilka
i förening med def. 3 äfven följer, att cirklarne skära hvarandra, då
deras periferier träffas i två punkter.

Men då cirklar tangera hvarandra, skola deras periferier råkas, utan
att skära (def. 3); alltså kunna de då ej råkas i mera än e^punkt. H.
S. B.

Prop. XI. Tlieor.

(Fig. 100.) Om två cirklar ABU, ABE tangera hvarandra innantill, så
ligga medelpunkterna och tangeringspunkten A på samma, räta linea.

Sammanbind den störres medelpunkt F med A, så skall den mindres
medelpunkt äfven ligga på räta lineen FA. Ty gör han ej det, så låt
honom falla annorstädes, såsom i G. Sammanbind GA och FG, samt utdrag
lineen FG till IL

Då är FG + GAt>AF (I: 20) eller Fil (I: def. 15), • således GA > GII
(Ax. 5); men GA skulle vara = GD såsom båda radier i den mindre
cirkeln, sålunda GD %> GII, delen > det hela, hvilket är orimligt.
Derföre måste den mindre cirkelns medelpunkt falla på den linea FA, som
sammanbinder den störres medelpunkt med tangeringspunkten, och således
falla dessa tre punkter på samma räta linea. H. S. B.62

Cor. Om M ctr den mindre cirkelns medelpunkt, så inses häraf, att, då
två cirklar tangera hvarandra innantill, så är medelpunkternas afstånd
— radiernas skillnad. Ar medelpunkternas afstånd mindres än radiernas
skillnad, så ligger den ena cirkeln hel och hållen inom den anclra.

Prop. XII. Tlieor.

(Fig. 101.) Om två cirklar ABC, ADE tangera hvarandra utantill, så
ligga medelpunkterna och tungeringspunkten A på samma räta linea.

Låt F vara medelpunkten till den ena cirkeln ABC ocli sammanbind FA, så
skall den andra cirkelns medelpunkt ligga på förlängningen af FA.

Ty gör han ej det, så måste han ligga annorstädes, låt vara i G, och
sammanbind FG och GA.

Då är FA=FC, GA —GB, således FA -j- GA. = - FC-\- GB och bela FGt>FA +
GA; men FA + GA är ock > FG (I: 20); derföre måste FC-\-GJ) vara > FG,
hvilket är orimligt,

Derföre måste den andra cirkelns medelpunkt falla på förlängningen af
FA eller de båda medelpunkterna och tan-geringspunkten falla" på samma
räta linea. H. S. B.

Cor. Då två cirklar tangera hvarandra utantill, så är medelpunkternas
afstånd —- radiernas summa. Ar medelpunkternas afstånd, större, så
ligga cirklarne helt och hållet utom hvarandra.

Prop. XIII. Tlieor.

Fn cirkel kan ej tangera en annan i flera än en punkt.

Detta är redan visadt i prop. 10, hvartill kommer, att, om de kunde
tangera hvarandra i två punkter, så skulle lineen, som sammanbinder
medelpunkterna, gå genom båda, hvilket är omöjligt.63

Prop. XIV. Theor.

(Fig. 102.) IAka stora kordor AB, CD i en cirkel ligga lika långt från
medelpunkten E; och de kordor AB, CD, som ligga lika lungt från
medelpunkten, äro lika stora.

1) Hypothes: AB —CD; Thes: -EF— EG.

Fäll EFA. AB, EG A. CD.

Då är ÄF=BF, CG—GD (prop. 3), således AF— CG (hyp.; Ax. 7). Emedan nu
ÄE är = CE, så är AE2=CE°-(I: 47 A); men AE'1 är = A F1-^ EF2 och
CÉ2=CG2+EG2, således (Ax. 1) AF-+EF1=CG2+EG2. Som nu AF1 är = CG\ så
blir EF-=EG- (Ax. 3), EF=EG (I: 47. A.). H. S. B.

2) Hypothes: EF—EG-, Thes: AB—CD.

Gör man samma konstruktion, så bevisas såsom förut, att AF är = BF
eller AB=2AF och CG—DG eller CD=2CG. Man finner ock såsom förut AF2 -f-
EF*=CG2+EG2, men har nu EF2—EG2 (hyp.; I: 47. A.), och finner derföre
AF*-=CG2 (Ax. 3), AF=CG, AB = CD (Ax. 6). H. S. B.

Anm. Vid bevisningen af denna prop. kunde I: 26 A med fördel användas.

Prop. XY. Theor.

(Fig. 103.) Diametern (t. ex. AD) år den största kordan i en cirkel; af
de öfriga är den (BC), som ligger närmare medelpunkten E, större än den
(FG), som ligger längre ifrån honom.

Drag en körda hvilken som helst BC, som ej går genom medelpunkten, och
sammanbind EB, EC.

Då är AE—BE, ED = EC, således AD = BE-\-CE (Ax. 2); men BE-\-CE är > BC
(I: 20), således ë^AD> BC.

Fäll vidare EH±BC, EKA. FG. Nu antogs FG ligga längre från medelpunkten
än BC d. v. s. EK är > EH (def. 4). Skär derföre af på EK ett stycke EL
= EH och drag genom L kordan MN _L EK.64

Då är MN—BC (prop. 14) ocli det skall bevisas, att MN är > FG. Drag
derföre EM, EF, EG, EN.

Nu är EM—EF, EN= EG, men A MEN > A FEG; derföre är MN>FG (I: 24),
således ock BC>FG. H. S. B.

Prop. XVI. Theor.

(Fig. 104.) En -rät linea AE, som är dragen genom en radies DA ändpunkt
på periferien A vinkelrät mot denna radie, fuller hel oeh hållen utom
cirkeln, och genom denna punkt A kan ingen rät linea dragas emellan
periferien och den vinkelräta.

Tag på AE en punkt L efter behag och drag DE.

Då är DL> DA (I: 17; 19). således punkten X belägen utom cirkeln (I:
def. 16. Cor.). På samma sätt bevisas, att hvarje annan punkt på AE,
undantagandes A, ligger utom cirkeln. Således har lineen AE endast
punkten A gemensam med periferien d. v. s. hon faller hel och hållen
utom cirkeln.

Vidare påstods, att ingen rät linea kan dragas genom A emellan AE och
periferien. Om det kunde ske, så lät AF vara en sådan och fäll från
medelpunkten lineen DG A-AF.

Efter nu AF går emellan AE och periferien, så måste alla punkter på
henne, undantagandes A, ligga utom cirkeln och således DG vara > radien
DA; men emedan A G är — R, så är också DA >DG (I: 19) eller DA både >
och < än DG, hvilket är orimligt. Derföre kan ingen rät linea dragas
genom A emellan AE och periferien. H. S. B.

Anm. Genom A kunna otaliga räta lineer dragas, men ingen emellan AE och
periferien, utan alla, med undantag af AE, falla till större eller
mindre del inom cirkeln, om de utdragas.

Cor.

1. Emedan den räta lineen, som är dragen (jenom radiens yttersta ända i
periferien vinkelrät emot radien, råkar cirkeln, men ej skur honom, då
hon utdrages, så tangerar hon cirkeln och detta just i den nämnda
punkten.

Cor. 2. Däraf ses, att mun, för att genom en gifven punkt på en cirkels
periferi draga en tangerande linea, endast-65

behöfver sammanbinda -punkten med medelpunkten samt genom den gifna
punkten draga en mot radien vinkelrät linea.

Prop. XVII. Probl.

(Fig. 105.) Att frun en gifven punkt A utom en gifven cirkel BCD draga
en linea, som t tangerar cirkeln.

Sök medelpunkten E, sammanbind AE och rita med E såsom medelpunkt en
cirkel, hvars periferi går genom A. Drag genom I), der AE skär den
gifnes periferi, lineen EFAE och drag EBF och AB, så är AB den sökta
tangerande lineen.

Emedan EB är == El) (I:, def. 15), EA — EF och mellanliggande /\E
gemensam, så är A EBA Pg A EI)F, således AEBA — AEDF; men /\EI)F är = R
(konstr.), således ock A EBA = R ocli AB en tangerande linea (prop. 16.
Cor. 1). H. S. G.

Anm. Om FD utdrages åt andra sidan till den större cirkelns periferi i
F' samt lineerna EF', AB' dragas, så är också AB' en tangerande linea.
Från livarje punkt utom en cirkel kan man således draga tvä tangerande
lineer, men ej flera, ty lineen FF' skär cirkeln blott i två punkter.
Med biträde af Anm. till I: 26 A eller medelst prop. 14 kan man finna,
att AB är = AB' samt /\BAE—/\B'AE. Vill man således rita en Cirkel, som
tangerar två räta lineer, hvilka bilda en vinkel, så skall medelpunkten
tagas på deri linea, som skär vinkeln midtitu.

Ett annat sätt att draga en tangerande linea från en punkt utom en
cirkel visas efter följande, prop. 31.

/ Prop. XVIII. Theor.

(Fig. 106.) Om en rät linea DE tangerar en cirkel och man från
medelpunkten F drager en rät linea FC till tangenngs-punkten C, så är
denna linea vinkelrät mot den tangerande.1

Ty om FC ej är -L DE, så låt en annan FG vara dragen från medelpunkten
F±DE. v

Efter nu a FGC är = R, så måste a FCG vara < R (I: 17 Cor.), således
FC> FG (I: 19); men FC är = FB
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(I: def. 15); derföre skulle också FB vara > FG, delen större än det
kela, hvilket är orimligt. På samma sätt bevisas, att ingen rät linea,
utom FC, kan dragas från FA-DE.

Således är den linea, som sammanbinder medelpunkten och
tangeringspunkten, vinkelrät mot den tangerande. H. S. B.

Prop. XIX. Theor.

(Fig. 107.) Om en rät linea DE tangerar en cirkel ABC och man från
tangeringspunkten C drager en vinkelrät linea CA mot den tangerande, så
skall cirkelns medelpunkt vara på den vinkelräta lineen.

Ty om medelpunkten icke är på CA, så lät honom vara i någon punkt F
utom henne och sammanbind FC.

Efter då DE tangerar cirkeln ABC och FC sammanbinder medelpunkten med
tangeringspunkten, så är FC A- DE, således f\FCE=R (prop. 18); men
f\ACE antogs = Ii, derföre är /\FCE— f\ACE, delen med det hela, hvilket
är orimligt. Således kan ej F vara medelpunkten till cirkeln ABC och på
samma sätt bevisas, att ingen annan utom lineen" CA belägen punkt kan
vara det. Derföre måste medelpunkten vara på lineen AC, som genom
tangeringspunkten är dragen vinkelrät mot den tangerande. H. S. B. ^

Prop. XX. Theor.

Den vinkeln BDC, som står vid medelpunkten D i en cirkel ABC, är
dubbelt så stor som den vinkel BAC, som står vid periferien, om båda
stå på samma båge BC.

Här äro tre fall möjliga.

(Fig. 108.) 1) Medelpunkten faller på en af de kordor, som bilda
periferivinkeln.

Då är f\BDC=-~ /\A + /\C (I: 32) = 2/\A, emedan A A är == AC (I: 5).

(Fig. 109.) 2) Medelpunkten faller emellan de kordor, som bilda
periferi vinkeln.67

Drag då genom periferivinkelns spets A diametern AE.

Då är, såsom i förra fallet, /\ BDE— 2 A BAE och A CUE—2 A CAE,
följaktligen

A BDC= A BDE-\- A CJDE=2 A B AC (Ax. 2).

(Fig. 110.) 3) Medelpunkten faller utom de kordor, som bilda
periferivinkeln.

Drag äfven nu genom periferivinkelns spets A diametern AE.

Då är, såsom förut, A CDE— 2 A CAE och f\BDE=2 f\BAE, således (Ax. 3) A
CDE— A BDE= A CD B = 2 A BAC. H. S. B.

? Prop. XXI. Tlieor.

(Fig. 111.) De, vinklar BAD, BED, som stå i samma cirkelsegment BAED,
äro lika stora. y

Antag först, att segmentet är > halfcirkeln.

Sök medelpunkten F och drag BF, DF.

Då är A F= 2 A A och f\F-=2/\E (prop. 20), efter de stå på samma båge
BD, således också A-4 = A E (Ax. 7).

(Fig. 112.) Antag, att segmentet är < halfcirkeln.

Sammanbind AE.

I f\ABG och AEDG är då A AG B = A EGD (I: 15) och A ABG = A EDG, emedan
båda stå i samma segment AB DE, som är > halfcirkeln; således måste den
tredje vinkeln BAD vara = A DEB (I: 32. Cor. 1). H. S. B.

Prop. XXII. Tlieor.

(Fig. 113.) I fyrsidiga figurer AB DC, hvilkas vi?iklar stå uti en
cirkels periferi ABDC, äro de vinklar, som stå midt-emot hvarandra,
tillhopa lika stora med två räta. —-

Thes: ABAC+ABDC=2R-, f\ABD-\- /\ACD=2R.

Sammanbind AD, BC.68

I A ABC äro alla tre vinklarne tillhopa = 2 R (I: 32); men A ACB är = A
ADB (prop. 21), ty de stå båda i segmentet ACDB, och A ABC är = A ADC,
emedan båda stå i segmentet ABDC.

Således är A ACB -f A ABC= A ADB + A ADC (Ax. 2) = A £ DC. Tillägges
här A BAC, så är

ABDC-\- ABAC= AACB+ AABC+ ABAC=2R,

På samma sätt bevisas, att A ABF) -f AACD = 2R. H. S. B.

Prop. XXIII. Tlieor.

(Fig. 114.) Tvenne likformiga och olika stora cirkelseg-menter ADB, ACB
kunna icke stå på en och samma räta linea AB på samma sida om henne.

Ty om detta vore möjligt, så drag efter behag genom A lineen ACD, som
skär det ena segmentets båge i C, det andras i D, och sammanbind BC,
BD.

Efter segmenterna antogos likformiga, så måste A ACB vara = AD (def.
11), d. v. s. en yttre vinkel till ABCD = en vinkel, som står emot
honom inuti triangeln, hvilket är orimligt. Likformiga och olika
cirkelsegmenter kunna derföre icke stå på samma räta linea på samma
sida om henne. H. S. B.

Anm. Ej eller kunna de stå på motsatta sidor, ty då kunde det ena
vridas kring den gemensamma kordan och fölle såsom ettdera ; figuren.

Prop. XXIV. Tlieor.

(Fig. 115.) Likformiga segmenter AEB, CFD, som stå på lika stora räta
lineer AB, CD, äro kongruenta.

Ty om man lägger segm. AEB på segm. CFD, så att punkten A faller på C
och lineen AB utefter CD, så måste punkten B falla in med D, emedan AB
antogs = CD. Då måste också bågen AEB fälla in med bågen CFD, ty annars
skulle han antingen falla bel och hållen utom eller inom69

bågen C FI), hvilket enligt föregående prop. är omöjligt, eller ock
skära bågen CFl) i flera punkter än C och D, hvilket äfven är omöjligt
(prop. 10). Således sammanfalla segmen-tema till alla delar eller' äro
kongruenta. H. S. B.

Cor. I likformiga segmenter, som stå på lika stora kordor, äro äfven
bågarne kongruenta.

Prop. XXY. Probl.

När ett segment ABC är gifvet, att upprita sjelfva cirkeln, af hvilken
det är ett segment.

För detta ändamål behöfver man blott söka medelpunkten. Skär derföre
kordan AC midtitu i I), drag DB .LAC och sammanbind AB. Då är f\DAB
antingen = /\ B eller ock /\DAB>/\B.

(Fig. 116.)' 1) f\DAB=f\B.

Då är ock AD —BD (1:5); men AD är = CD (konstr.), således AD —BD = CD
ocli I) sjelfva medelpunkten (prop. 9), hvarefter cirkeln lätt
uppritas. (I detta fall är segmentet en halfcirkel.

(Fig. 117.) 2) f\DAB>f\B.

Sätt i A vid AB en f\BAE= f\B, utdrag, om så behöfves, BD till E och
sammanbind CE.

Först är AE=BE (konstr., I: 5); vidare är AD=CD (konstr.), DE gemensam
och fxADE— A CDE= R (konstr.), således A ADEACDJJ och AE=CE. Förut var
AE=BE och således äro alla tre lineerna CE, AE, BE lika stora,
följaktligen E medelpunkt till cirkeln (prop. 9), hvilken lätt
uppritas. H. S. Gr.

Anm. Då /\DAB är < /\B, så faller E utom segmentet, som då är mindre än
halfcirkel; men då f\DAB är > f\B; så faller E inom och segm. är >
halfcirkel^

Prop. XXYI. The or.

(Fig. 118.) I lika stora cirklar ABKC, DELF stå de vinklar, som äro
lika stora, på lika stora bågar, antingen de70

låda stå vid medelpunkterna (såsom f\G och f\ II) eller båda vid
periferierna (såsom f\A och f\D).

Hypothes: 1) A&=A#; 2) /\A= f\D.

Thes: bågen B ICC — bågen ELF.

1) Sammanbind B C och EF, tag på bågen BAG en punkt A och på bågen EDF
en punkt D och sammanbind AB, AC, DE, DF.

Först är f\A—/\D (prop. 20; Ax. 7), emedan f\G antogs — f\II, och
således segm. BAC likformigt med segm. EDF. Vidare är BG=EII, CG = HF
(def. 1) och f\G= AII, alltså ABGC9gAEIIF (I: 4) ocli BC=EF. De
likformiga segmenten stå således också på lika stora räta lineer,
hvaraf följer, att deras bågar äro lika stora (prop. 24 Cor.). Soni
derjemte cirklarnes periferier äro lika stora (hyp., def. 1), så är
bågen BKC — bågen ELF (Ax. 3).

2) Sök medelpunkterna G och II och sammanbind BG, CG, ER, FR.

Emedan nu f\A är = f\D (hyp.), så är f\G= f\R (prop. 20; Ax. 6). Sedan
utföres beviset såsom i förra fallet. H. S. B.

Prop. XXVII. Theor,

(Fig. 119.) De vinklar, som stå på lika stora bågar i lika stora
cirklar BACK, EDF, äro lika stora, antingen båda stå vid medelpunkterna
(såsom f\BGC och f\H) eller båda vid periferierna (såsom f\A ocli f\D).
,

Hypothes: bågen BC — bågen EF.

Thes: f\BGC— f\H\ f\A= f\D.

Ty om f\BGC ej är = /\ II, så måste endera t. ex. A BGC vara större.
Sätt då i G vid GB en f\BGK= f\H. Då måste bågen BK vara = bågen EF
(prop. 26); men enligt hyp. är båg. BC = båg. EF. Derföre skulle (Ax.
1) bågen BK vara = bågen BC, den mindre med den större, hvilket är
orimligt. Således kan ej A BGC vara olika med71

f\II, utan f\BGC är = f\IL Deraf följer, att f\A är = f\I) (prop. 20;
Ax. 7). H. S. B.

Prop. XXVIII. Theor.

(Fig. 120.) Uti lika stora cirklar ABGC, DEHF upptaga lika stora konlor
lika stora bugar, den större med den större och den mindre med den
mindre.

Hypothes: cirk. ABGC = cirk. DEHF-, BC—EF.

Thes: båg. BGC = båg. EHF; båg. BAC— bag. EDF.

Sök medelpunkterna K och L och drag BK, CK, EL, FL.

Nu är BK=EL, CK=FL (hyp.; def. 1) och BC=EF (hyp.), således ABKC™ A ELF
(I: 8) och f\K= f\L. Derföre är ock båg. BGC = båg. EHF (prop. 26)
ocli, om dessa borttagas från periferierna, båg. BAC = båg. EDF (def.
1; Ax. 3). H. S. B.

Prop. XXIX. Theor.

(Fig. 121.) 1 lika stora cirklar ABGC, DEHF upptaga de bugar BGC, EHF,
som äro lika stora, lika stora kordor BC, EF.

Hypothes: cirk. ABGC = cirk. DEHF-, båg. BGC = båg. EHF.

Thes: kordan BC — kordan EF.

Sök medelpunkterna K och L, och drag BK, CK, EL,, FL,.

Emedan bågen BGC är = båg. EHF, så är /\K=AE (prop. 27).

Derjemte är BK=EL, CK=FL, säl. ABKCmAELF (I: 4) och BC=EF. H. S. B.

Anm. Hvad som i prop. 26—29 säges om två lika stora cirklar, gäller
äfven om en ocli samma cirkel.

Prop. XXX. Probl.

(Fig. 122.) Att dela en gifven cirkelbåge ADB i tvä lika stora delar.72

Sammanbind AB, skär kordan AB midtitu i C, drag CD J_ AB, så är bågen A
B delad i två lika stora delar uti 1).

För att bevisa detta sammanbindes AI), BD.

Nu är AC—BC (konstr.), CD gemensam och /\ACD — f\BCD=R (konstr.),
alltså AACD?g A BCD (I: 4) och AD —BD. Derföre är ock båg. .179 = båg.
BD (prop. 28 och Anm. vid prop. 29). H. S. G.

Cor. Genom att upprepa detta kan en båge delas i 4, 8, 16 o. s. v. lika
stora delar.

Anm. I sammanhang härmed kan man fråga, om en båge kan delas i tre lika
stora delar. Detta kan ske med några enskilda bågar, men ej med hvilken
som helst, så länge inga andra lineer än den räta ocli cirkelperiferien
äro att använda.

Prop. XXXI. Theor.

(Fig. 123.) En vinkel BAC, som står i hal/cirkeln, är en rät, men en
vinkel EGA, som står i ett segment BGA, större ån hal/cirkeln, år
spetsig, ocli en vinkel ADB, som står i ett segment ADB mindre än
hal/cirkeln, är trubbig.

Thes: 1) A BAC=K-, 2) A BGA < Ii; 3) f\ADB>R.

1) Sammanbind A med medelpunkten E.

Då är ABAE= A ABE (def. 15; 1:5) och AEAC= AECA, således f\BAE+/\EAC
eller f\BAC= /\ABE+ AECA (Ax. 2); tillägges nu A BAC, så blir

2ABAC= A AÈE+ /\ECA + ABAC=2R, alltså f\BAC=R (Ax. 7).

2) Drag genom kordans ena ändpunkt B diametern BC ocli sammanbind AC.

Då är AG— f\BCA (prop. 21); men ABCA är spetsig (I: 17), emedan A BAC
är — R: således är A G spetsig.

3) Emedan ADBG är en fyrsidig figur uti cirkeln, så är summan af de
motstående vinklarne D och G — 2R (prop. 22); men det är nyss bevist
att A G är spetsig, derföre är a 1> trubbig. H. S. B.73

Anm. Denna prop. är särdeles nyttig ocli användbar. Bland annat kan man
med biträde deraf genom en gifven punkt på en rät linea draga en mot
henne vinkelrät linea (Jfr I: 11). (Fig. 124.) Låt A vara den gifna
punkten på den gifna lineen BD, tag utom DB en punkt E efter behag till
medelpunkt för en cirkel, hvars periferi går genom A och skär DB i ännu
en punkt B. Drag genom B diametern BC och sammanbind AC, så är AG A-BD,
emedan /\BAC står i halfcirkeln. Tydligen kan man på detta sätt genom
en gifven lineas ändpunkt, utan att hon behöfver utdragas, draga en mot
henne vinkelrät linea.

(Fig. 125.) Då man från en gifven punkt utom en gifven cirkel vill
draga en tangerande linea till honom (prop. 17), kan ock denna prop.
med fördel användas. Sammanbind den gifna punkten A med medelpunkten C,
skär AC midtitu i B och rita cirkeln ADCD'. Sammanbindes AD, AD', sä
äro dessa lineer den begärda tangerande, såsom lätt bevisas. \

Äfvenledes kan han användas, då man frän två vinkelspetsar i en A vill
fälla vinkelräta lineer på motstående sidor (Jfr II: 12, 13), och då
man öfver en gifven linea såsom hypotenusa vill rita en rätvinklig A.

Prop. XXXII. Theor.

(Fig. 126.) Om en rät linea EF tangerar en cirkel ABCl) ocli man från
tangeringspunkten B drager en annan linea BD, så skall hvardera
vinkeln, som denna skärande linea gör med den tangerande, vara lika
stor med vinkeln i segmentet på andra sidan om den skärande lineen.

Hypothes: EF tangerar, BD skär cirkeln.

Thes: A DBF = en A i segm. DAB-, [\ DBE = en A i segm. DCB.

Dra g B A-LEF, så är HA en diameter (prop. 19). Sammanbind DA.

Då är f\ADB = R (prop. 31), säl. A BAD+ AABD^R (I: 32. Cor. 2) = A ABF
(konstr.) = f\ABD+ f\DBF-, borttages den gemensamma A :n ABD, så är A
DBF = ABAD, som står i segmentet DAB.

Tag vidare på bågen DB en punkt C efter behag och drag CB, CD.74

Då är A B A FJ+ A BCD—2R (prop. 22); men A DBF-\- f\B BE äro ock = 2Ii
(I: 13) och det är förut bevist, att f\DBF är = f\BAD-. således är
f\DBE= f\BCD (Ax. 3).

Vill man bevisa detta oberoende af det förra, så kan det ske, blott man
sammanbinder AC.

Då är f\ACB=R (prop. 31) = f\ABE (konstr.) samt A ACD= A ABI> (prop.
27), alltså f\BCD= f\DBE (Ax. 2). H. S. B.

Prop. XXXIII. Probl.

(Fig. 127.) Att på en gifven rät linea AB upprita ett segment AEB, som
i sig innehåller en vinkel, som är lika stor med en gifven vinkel C.

Man vet, att periferien skall gå genom A och B, och behöfver således,
för att kunna upprita cirkeln, endast söka medelpunkten. Emedan
periferien skall gå genom A och B, så måste medelpunkten ligga på den
linea, som skär AB midtitu och är vinkelrät mot AB (prop. 1. Cor.).
Skär derföre AB midtitu i F och drag FG_L AB (I: 10; 11). Sätt sedan i
A vid AB en /\BAD= f\C och drag AG A. AD. Då måste AG och FG skära
hvarandra i någon punkt G, emedan f\BAG-\- A AFG äro < 2 R (I: 28. A).
Sammanbindes BG, så är AG = BG (konstr.; I: 4). Tager man derföre G
till medelpunkt och ritar en cirkel genom A, så måste han ock gå genom
B, och han blir just den begärda.

Emedan AI) är _L AG, så tangeras cirkeln af AD (prop. 16 Cor. 1) i A.
Nu går AB genom A och skär cirkeln, derföre är A DA B (= f\C) = en A i
segmentet AEB (prop. 32).

Är den gifne vinkeln trubbig såsom C', så sker upplösning och bevis på
samma sätt, men då är AE'B det sökta segmentet.

Är den gifna vinkeln = R, så ritar man blott öfver AB såsom diameter en
halfcirkel (Jfr prop. 31). H. S. G.

Anm. Detta probl. användes med mycken fördel vid upplösningen af
åtskilliga andra. Begäres det t. ex. att upprita en A, då man känner75

en sida och dess motstående vinkel samt spetsens afstånd från sidan, sä
ritar man öfver den gifna sidan ett segment, hvari den gifna vinkeln
kan stå, ocli drager mot sidan en vinkelrät linea = det gifna
afståndet. Drager man sluteligen genom dennas ändpunkt eir- linea ||
den gifna sidan, så fås i allmänhet två punkter pä periferien, af
hvilka endera sammanbindes med den gifna sidans ändpunkter.

Prop. XXXIY. Probl.

(Fig. 128.) Att af en gifven cirkel ABC afskära ett segment, som
innehåller en vinkel, lika stor med en gifven vinkel D.

Drag en rät linea EF, som tangerar cirkeln i en punkt" B efter behag
(prop. lß. Cor. 2), ocli sätt i B vid BF en f\FBC= f\D.

Efter nu EF tangerar ocli BC går genom tangerings-pimkten och skär
cirkeln, så är den i segmentet BAC stående vinkeln A = f\FBC (prop. 32)
= A I) (konstr.).

Är den gifna vinkeln = R, så behöfver man blott draga en diameter
(prop. 31). H. S. G.

Prop. XXXV. Tlieor.

(Fig. 129.) Om två kordor AC, BD uti en cirkel ABCD skära hvarandra i
E, så är rektangeln af den enas delar (AE.CE) lika stor med rektangeln
af den andras delar (BE. DE).

Om båda gå genom medelpunkten, så är tydligen hvar och en af deras
delar = radien ocli således rektangeln af den enas ocli andras delar =
radiens qvadrat.

Om den ena AC går genom medelpunkten F, den andra BD icke, så fäll FH_L
BD och sammanbind BF.

Emedan då BD är skuren i två lika delar i H (konstr., prop. 3) och i
två olika delar i E, så är BE. DE-f Elf '1 — jul[li-. 5); tillägges FH2
på båda ställen, så blir

B E. DE + EIF+ FH-=Bil2-f-FH- eller B E. DE-\- EF2=BF2=CF2, emedan
EH2-\- FH2—EF2 (I: 47) och BI12+FI12=BF2 af samma skäl. Nu är ock
AE.CE+EF2=CF2 (II: 5), alltså76

BE.DE-\-3F*=AE.CE+EF2 (Ax. 1) eller, om EF* borttages, BE.DE=AE.CE (Ax.
3).

Om sluteligen ingendera kordan går genom medelpunkten, så skär A'C
midtitu i G, BD i il och drag GFA.AC', HF A-BD, så är F medelpunkten
(prop. 1. Cor.).

Sammanbindes nu EF, så bevisas såsom förut att BE. DE -f- EF- — C'E-
samt på samma sätt att A 'E. C'E-\- EF-=C'F2, hvarefter man såsom förut
finner A'E. CE=BE. DE. H. S. B.

Cor. Om jiera än två kordor skära hvarandra i samma punkt inom en
cirkel, så blifva rektanglavne af deras delar allesammans lika stora.

Anm. Om den ena kordan skär den andra midtitu, så blir rektangeln af
den sednares delar just qvadraten på hennes hälft, och om under denna
förutsättning den förra går genom medelpunkten, således vinkelrätt mot
den sednare, så återfås II: 14.

Prop. XXXV. A. Probl.

(Fig. 130.) Att dela en gifven råt linea AB i två sådana delar, att
rektangeln af dem blir lika stor med qvadraten på en gifven rät linea
M.

Vid betraktandet af föregående Anm. finner man, att, om en cirkel
uppritas öfver AB såsom diameter, man blott behöfver deri införa en mot
AB vinkelrät linea, som slutar i periferien och är lika stor med M.

Skär derföre AB midtitu i C och tag C till medelpunkt för en cirkel,
hvars periferi går genom B-, drag vidare genom någon punkt på AB t. ex.
C en linea CD A-AB, gör CE — M och drag EF II AB. Fälles sluteligen FG
A. AB, så är G den sökta punkten.

Drag ut FG till periferien i II, så är FG—GII (konstr.; prop. 3) och
man har AG.BG = FG2 (prop. 35) = M\ H. S. G.

Anm. Detta problem kan också uttryckas sålunda: att upprita en
rektangel, hvars yta är = M2 och hvari summan aj tvä närliggande sidor
iir = AB. Probl. är omöjligt, om M är > \ AB.Prop. XXXVI. Theor.

Om två räta lineer DA, DB gå från en punkt D utom en cirkel till hans
periferi och den ena ctf dem DA skär cirkeln, men den andra DB tangerar
honom i B; så skall rektangeln af hela den skärande lineen och den
delen (DC) af henne, som ligger utom cirkeln, vara lika med qvadraten
på det stycket (DB) af den tangerande, som ligger mellan den gifna
punkten och tangeringspunkten.

Hypothes: DA skär i A och C; DB tangerar.

Thes: DA.DC—DB2.

(Fig. 131.) Om den skärande lineen går genom medelpunkten E, så
sammanbind BE.

Då är DA.DC+CE2=DE2 (H: 6); men nu är f\B—R (prop. 18), säl.
DE2=DB2+BE2 eller DE2=DB2-\-CE2, emedan BE—CE. I följd häraf är
DA.DC+CE2—DB2-\-CE\ alltså DA. DC— DB2 (Ax. 3).

(Fig. 132.) Om DA ej går genom medelpunkten, så fäll från honom EF A-DA
och sammanbind BE, CE, DE.

Då är DA.DC+CF2=DF2 (prop. 3; II: 6) och om EF'1 tillägges, DA. DC+
CF'1+EF2=DF'1-fEF- eller DA.DC+CE2=DE2 (I: 47), hvarefter såsom förut
bevisas, att DA.DC är == DB2. H. S. B.

Cor. Häraf följer, att om flera räta lineer äro dragna från samma punkt
utom en cirkel, så äro de rektanglar lika stora, som innehållas af hvar
och en sådan linea och hennes utom cirkeln belägna del.

Anm. Af prop. 35 och 3G kan man nu finna, att om flera räta lineer, som
skära hvarandra i sammä punkt, äfven skära en cirkel, så äro
reklanglarne af de delar, som ligga emellan lineernas skärningspunkt
och hvardera® skärningspunkter med cirkeln, lika stora.

Prop. XXXVI. A. Probl.

(Fig. 133.) Att utdraga en gifven rät linea AB så långt, att rektangeln
af hela den derigenom uppkomna lineen och för-78

langningen blir lika stor med qvadraten pä en gifven rät linea M.

c

Rita öfver AB såsom diameter en cirkel, drag genom A 'en tangerande
linea AD ock gör AD—M. Sammanbind D med medelpiuikten C, så är DE den
sökta.

Utdrag DC till periferien i F.

Dä är DE. D F= AD2=M2 (konstr.; prop. 36); men EF är = AB, således DE
(AB + DE) — M2 eller AB skall utdragas ett stycke = DE. H. S. G.

Anm. Detta problem kan äfven uttryckas så: att konstruera en rektangel,
hvars yla är = M~ och i hvilken skillnaden mellan tvä närliggande sidor
är = AB. Detta innefattar dock mera än det förra, nemligen äfven
följande: att finna en slidan linea, att rektangeln af henne samt
hennes öfverskott öfver AB blir = il/2; men upplösningen blir äfven då
densamma, fastän den sökta lineen i det fallet blir DF.

Prop. XXXVII. Theor.

(Fig. 134.) Om två räta lineer gå från en punkt D utom en cirkel ABCE
till dess periferi, så att den ena (DA) skär honom, men den andra DB
råkar honom allenast; och då händer, att rektangeln af hela den
skärande lineen och dess utom cirkeln - belägna del är lika stor med
qvadraten på den linea, som endast råkar cirkeln, så skall den sednare
lineen tangera cirkeln.

Sök medelpunkten F, drag från D en tangerande linea DE, och sammanbind
BF, EF, DF.

Då är DA. DC—DE2 (prop. 36); men nu är också DA.DC—DB2 (hyp.), således
DB2—DE2, DB—DE (I: 47. A). Emedan man nu har DB—DE, BF— EF och basen DF
är gemensam, så är ABDF°° AEDF (I: 8), således /\B=/\E; men f\E är — R
(prop. 18), alltså äfven A B—li och BD en tangerande linea (prop. 16.
Cor. 1).

Om F faller på DA, så sker beviset på samma sätt. H. S. B-

/Fjerde Bolien.

Definitioner.

1. 2. En rätlinig figur säges vara inskrifven i en annan, om hvar och
en af den förres vinkelspetsar ligga på en af den sednares sidor; en
rätlinig figur säges vara omskrifven omkring en annan, när hvar och en
af den förres sidor går genom en af den sednares vinkelspetsar.

Anm. Dessa definitioner äro öfverflödiga, emedan de i det följande ej
begagnas, och kunna derföre förbigås. Sjelfva saken är dock. icke titan
vigt, men tages ofta mera allmänt än här skett. Enligt föregående
definitioner vill det nemligen synas, som om i en inskrifven rätlinig
figur endast en vinkelspets får ligga på hvarje sida, men detta tages
ej så noga. Man talar sålunda om att t. ex. en rektangel är inskrifven
i en A, hvilket är omöjligt, utan att två af rektangelns vinkelspetsar
falla på samma sida i A:n.

En rätlinig figur säges vara inskrifven i en cirkel, när hvar och en af
dess vinkelspetsar falla på periferien.

4. En rätlinig figur säges vara omskrifven omkring en cirkel, om alla
hans sidor tangera cirkeln.

5. Likaledes säges en cirkel vara inskrifven i en rätlinig figur, om
han tangerar alla figurens sidor.

6. En cirkel säges vara omskrifven omkring en rätlinig figur, om hans
periferi går genom alla figurens vinkelspetsar.

7. En rät linea säges vara apterad i en cirkel, när dess yttersta ändar
ligga på cirkelns periferi.

8. En månghörning kallas regulier, om han har alla sidorna lika stora
och alla vinklarne äfven lika stora.80

Prop. XIII. Probl.

(Fig. 135.) Att i en gifven cirkel CAB aptera en rät linea, som är lika
stor med en gifven rät linea I), hvilken ej är större än cirkelns
diameter.

Tag på periferien en punkt C efter behag och rita mecl honom såsom
medelpunkt och med D till radie en cirkel, så fås punkterna A och A.
Sammanbindes A med C, så är A C den sökta lineen. Beviset ligger i
konstruktionen. H. S. G.

Aum. Man hade äfven kunnat sammanbinda A'C och finner således i
allmänhet två kordor; men om I) är = diametern, så tangera cirklarne
hvarandra och inan får då blott en körda.

Prop. II. Probl.

(Fig. 136.) Att i en gifven cirkel ABC inskrifva en triangel, som är
likvinklig med en gifven triangel DEF.

Drag lineen G AH, som tangerar cirkeln i A (III: 16. Cor. 2); sätt i A
vid AG en AGAB=/\F (I: 23) och i A vid AII en A HAC= f\E och sammanbind
BC, så är A ABC den sökta.

Emedan GA tangerar och AB går genom tangerings-punkten A och skär
cirkeln, så är A C— A G AB = A F och af samma skäl A -S — A HAC— A E.
Således är ock A BAC = AD (I: 32. Cor. 1) och A ABC likvinklig med A
DEF. H. S. G.

Annan upplösning.

Drag i den gifna cirkeln en körda BG efter behag; sätt i G vid BG och
åt det större segmentets sida en ABGC = en af de spetsiga vinklarne i
den gifne A:n, låt vara AD, och sammanbind BC. Sätt sedan i B vid BC
och på samma sida som f\G en ACBA = en annan AE i den gifne A:n och
sammanbind AC.

Då är AA=, f\G (III: 21) — AD (konstr.), AÅBC= AE (konstr.) och således
/\ACB=AF (I: 32. Cor. 1). H. S. G.81

Prop. XIII. Probl.

(Fig. 137.) Att kring en gifven cirkel ABC omskrifvet en triangel, som
är likvinklig med en gifven triangel DEE.

Här sökas tre sådana punkter på periferien, att de genom dem dragna
tangerande lineerna bilda en A, likvinklig med A DEF. Kände man två af
nämnda punkter ocb samman-bunde dem med medelpunkten, så uppkomme en
fyrsidig figur, som liade två motstående vinklar hvardera — R (III: 18)
och således de andra två tillhopa = 2R; men den ena af dessa skall vara
= en A i A:n, således den andra dennes sidovinkel. Häraf fås följande
konstruktion.

Drag ut en sida EF åt båda sidor till G och II, sök cirkelns medelpunkt
K ocli drag en radie KB efter behag. Sätt i K vid KB åt ena sidan en A
B KA = A DEG och åt andra en A BKC= f\DFH, drag genom A, B, C
tangerande lineer och utdrag dem, tills de råkas i L, M, N, så är A LMN
den sökta.

Att han är omskrifven följer af konstruktionen (def. 4).

Det skall således blott bevisas, att lian är likvinklig med A DEF. I
trapeziet A KBM är /\KAM= f\KBM— R (III: 18), men alla fyra vinklarne
tillhopa — 47?, således /\AKB+ /\M=2R. Nu är ock A DEG + A DEF= 2R (I:
13) och A A KB— [\DEG (konstr.), således /\M= f\ DEF.

På samma sätt bevisas, att A N är = A DFE, och då måste A B vara = ,\I>
(I: 32. Cor. 1). H. S. G.

Anm. Af I: 13; I: 17 följer, att

[\AKB + A B KC= /\f)KG + /\ DFH>2ß.

Prop. IY. Probl.

(Fig. 138.) Att inskrifva en cirkel i en gifven triangel ABC.

Den sökta cirkeln skall tangera alla tre sidorna i A ABC. Af III: 17
Anm. inses, att man för att finna denna cirkels medelpunkt måste skära
två af A:ns vinklar midtitu.
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Skäi- derföre A ABC ocli [\ACB midtitu genom BD och CD, hvilka råkas
(I: 28. A.) i D, och fåll DE A. AB, DF± BC, DG _L AC. Emedan f\DBE är =
/\DBF och f\DEB = DFB = R samt sidan BD gemensam, så är ADEBADFB (I:
2(3), således DE— DF. På samma sätt bevisas, att DG är = DF. Således är
DE=DG—DF. Uppritar man nu en cirkel, som har D till medelpunkt och går
genom en af punkterna E, F, G, så måste ban också gå genom de öfriga.
Han tangeras ock af sidorna, emedan vinklarne vid E, F, G äro = R (Hl:
16. Cor. 1). H. S. B.

Anm. Här uppstår dou frågan, om det går an att skära hvilka två vinklar
som helst i triangeln midtitu. Att få är, kan lätt visas. Sammanbind
AD, så följer af I: 47 eller I: '2(i A, att /\DAE är = f\DAG eller att
om två vinklar i en A delas midtitu samt de tudelande lineernas
skärningspunkt sammanbindes med den tredje vinkelns spets, så blir
denne vinkel äfven midtituskuren. Denna sanning kan ock uttryckas
sålunda: um alla tre vinklarne i en A delas midtitu, sä träffas de
riita lineer, som tudela dem, i en och samma punkt (den inskrifna
cirkelns medelpunkt).

Prop. V. Probl.

(Fig. 139.) Att umskrifva en cirkel kring en gifven triangel A BC.

Emedan cirkeln skall gå genom A och B, så är AB en körda; men om en
körda skäres midtitu af en mot henne vinkelrät linea, så är
medelpunkten på den skärande lineen (III: 1. Cor.). Likaledes måste
medelpunkten ligga på den mot AC vinkelräta linea, som skär AC midtitu.

Häraf fås följande konstruktion.

Skär två sidor AB, AC midtitu i D, E resp. och drag D E A. A B, EFA.AC,
så är punkten F, der dessa lineer råkas (I: 28. A), medelpunkt till den
omskrifne cirkeln.

Man behöfver blott bevisa, att F ligger lika långt från alla
vinkelspctsarne. Sammanbind derföre AF, BF, CF.

Nu är AD= BD (konstr.), DF gemensam och f\ADF = ABDF— R (konstr.),
alltså AADF°9ABDF (I: 4), följaktligen A F~ BF. På samma sätt bevisas,
att CF är -----83

AF, ocli således är AF= BF= CF. Tager man således F till medelpunkt för
en cirkel, hvars periferi går genom A, så måste han ock gå genom B och
C samt är följakteligen den omskrifne cirkeln (def. 6). II. S. G.

Cor. Genoia tre punkter, som ej ligga i rät linea, kan blott en
cirkelperiferi gå och han är genom dem fullt bestämd.

Aum. 1. Om två sidor i en A delas midtitu genom lineer, som äro
vinkelräta mot -dem, samt från de vinkelrätas skärningspunkt en linea
tillies vinkelrät mot tredje sidan, så blir denna äfven delad midtitu
(III: 3). Detta kan ock uttryckas sålunda: de tre lineer, som äro
vinkelräta mot en A:s sidor och dela dem midtitu, träffas i en och
samma punkt (clen omskrifne cirkelns medelpunkt).

Aum. 2. Läget af punkten F är olika allteftersom A:ns största vinkel är
spetsig, rät eller trubbig. Ar han spetsig, så är det segment, hvari
han står. större än halfcirkeln: således faller F i detta fall inom
A:n; är den största /\ = R, så iir segmentet, hvari han står, lika med
halfcirkeln ocli F faller i den punkt,, der hypotenusan är
midtituskuren; är| sluteligen Anis största vinkel trubbig, så är det
segment, hvari lian står, mindre än halfcirkeln och medelpunkten faller
då utom A:n. Af det nyss sagda ses, att i en rätvinklig A hypotenusans
midtpnnkt är den omskrifne cirkelns medelpunkt, hvilket ock lätt
bevisas genom att från denna punkt fälla vinkelräta lineer på de andra
sidorna. Man finner då, att den räta linea, soin sammanbinder
hypotenusans midtpunkt med den räta vinkelns spets, är lika stor med
halfva hypotenusan.

Prop. VI. Probl.

(Fig. 140.) Att i en gifven cirkel ABCD inskrifva en qvadrat.

Drag två mot hvarandra vinkelräta diametrar AC, BD och sammanbind AB,
BC, CD, DA, så är ABCD den begärda qvadraten.

Emedan nemligen BE är = IfD (I: def. 15), AE gemensam och
mellanliggande A BE A = f\D EA = R (konstr.), så är AB FA 00 ABF A
(1:4), således AB = AD. På samma sätt bevisas, att BC är = AB, CD = AD,
till följe hvaraf fig. ABCD är liksidig. Han är äfven rätvinklig,
emedan A BAD, f\ADC, f\DCB, f\CBA samtliga stå i halfcirklar (III: 31).
Således är figuren ABCD en qvadrat, som är inskrifven i cirkeln. H. S.
G.84

Anm. Oin inan icke dragit diametrarna vinkelräta mot hvarandra, så hade
den inskrifna figuren blifvit en rektangel. Bilda diametrarna med
hvarandra en /\ = diagonalernas vinkel i en gifven rektangel, så blir
den inskrifne likformig med den gifne, d. v. s. de sidor, af hvilka
lian innehålles, äro lika stora delar af de sidor, af hvilka den gifne
innehålles.

Pro;'. TH. Probl.

(Fig. 141.) Att kring en gifven cirkel A BCD omskrifvet en qvadrat.

Drag två mot hvarandra vinkelräta diametrar AC, BD och genom deras
ändpunkter A, B, C, D tangerande lineer FG, Gli, HK, KF resp. (III: 16.
Cor. 2.).

Enligt konstr. äro vinklarne vid A, B, C, i), K räta, således (I: 28)
alla de rätliniga figurerna pgrnier, följakteligen AF=Aö= A#= AK=R och
FG — BI)—HK (I: 34), FK— AC— GII; men A C är .-= BD, alltså alla.
sidorna i fig. FGHK lika stora. Emedan hans vinklar äfven äro räta, så
är han en qvadrat. Han är enligt konstr. omskrifven. II. S. (i.

Cor. Iläraf ses, att den mn skrif ne qvadraten» sida är — cirkelns
diameter.

Prop. VIII. Probl.

(Fig. 142.) Att inskrifva en cirkel i en gifven qvadrat ABCD.

Skär två närliggande vinklar BA B, ABC midtitu (hvilket sker, om
diagonalerna uppdragas), så fås punkten G, som .just är den inskrifne
cirkelns medelpunkt.

Fäll från punkten G vinkelräta lineer mot sidorna, så bevisas såsom i
prop. 4, att nämnda vinkelräta lineer GE, GF, GH, G K äro lika stora.
Tager man då G till medelpunkt för en cirkel genom E, så går ban ock
genom de öfriga och är inskrifven, emedan vinklarne vid E, F, II, K äro
räta (III: 16. Cor. 1). H. S. G.85

Prop. XIII. Probl.

(Fig. 143.) Att omskrifvet, en cirkel omkring en gifven qvadrat ABCTJ.

Drag de båda diagonalertia AC, BD, så är deras skärningspunkt JE den
omskrifne cirkelns medelpunkt.

Detta följer af I: 34. Cor. 4.

Aum. I prop. G—9 visas, huru en qvadrat inskrifves i ocli om-skrifves
omkring en cirkel, samt huru en cirkel inskrifves i ocli omskrif-ves
omkring en qvadrat. I sammanhang härmed är det skäl att undersöka, om
och under hvilka vilkor en cirkel kan inskrifvas uti eller omskrifvas
omkring en fyrsidig figur hvilken som helst.

Skär man tvä närliggande vinklar midtitu, så finner man såsom i prop. 4
medelpunkten till en cirkel, som tangerar tre af den fyrsidiga figurens
sidor. Han tangerar ock den fjerde, om de räta lineer, som från
nyssnämnda medelpunkt dragas till de två öfriga vinkelspetsarne, dela •
dessa vinklar midtitu. Då är också summan af två motstående sidor =
summan af de båda öfriga (Hl: 17. Anm.). Man kan derföre säga detta
vara vilkoret för att en cirkel skall kunna inskrifvas uti en fyrsidig
figur.

Redan af III: 22 vet man, att då en fyrsidig figurs vinkelspetsar ligga
på en cirkels periferi, så är de motstående vinklarnes summa = 2B. Man
ledes häraf till den förmodan, att en cirkel kan omskrifvas kring en
fyrsidig figur, i hvilken två motstående vinklars summa är = 2B. Detta
bevisas sålunda.

(Fig. 144.) Drag i figuren A B CD, som har + dia- -

gonalen BD, sä kan en cirkel omskrifvas kring /SABD (prop. 5).

Om O är denne cirkels medelpunkt, så måste periferien skära OC antingen
i C eller i någon annan punkt F. Skär han i F, så måste /\A + f\BFD
vara = 2J2 (Hl: 22); men emedan /\A +/\BCD antogs 2B, sa skulle /\BFD
vara = /\BCD, hvilket är omöjligt (I: 21). Alltså måste periferien gå
genom C. Om således summan af två motstående vinklar i en fyrsidig
figur är = 211, så kan en cirkel omskrifvas kring figuren.

Af det nu sagda följer: 1) att cirklar kunna inskrifvas i liksidiga
pgrmer (qvadrater och rliomber); 2) att cirklar kunna omskrifvas kring
rätvinkliga, men ej kring snedvinkliga pgrmer; 3) att cirklar stundom
kunna inskrifvas uti och omskrifvas -omkring trapezier, nemligen om de
uppfylla ofvan anförda vilkor.86

Prop. XIII. Probl.

(Fig. 145.) Att upprita en likbent triangel, som har hvardera vinkeln
vid busen dubbelt så stor som den öfriga vifikëln.

Tag en rät linea AB efter behag ocli dela henne itu, så att AD2=AB .BD
(II: 11). Rita sedan öfver BD en likbent ABCD, hvars sida CD är = AD,
och sammanbind AC, så är A ABC den sökta.

Fäll CEJLAB, så är DE— BE (konstr., I: 26).

Nu är ACPèL AB2+BC2— 2. AB.BE (1:17. Cor.; II: 13); men enligt konstr.
är BC-= AD2—AB. BD — 2. AB. BE, såsom lätt inses. I följe deraf är AC-
— A /.'-, AC—A /l (I: 47. A), ABcM=l/\B (I: 5) == f\BDC—2/\A (I: 5;
32). H. S. G.

Cor. Lätt inses, att A BCD också har hvardera vinkeln vid basen dubbelt
så stor som. vinkeln vid spetsen, samt att f\ADC är = o/\ A.

Anm. Emedan hvardera vinkeln vid basen är dubbelt så stor som vinkeln
vid spetsen, så äro alla tre vinklarne tillhopa = 5A-, men de äro ock
tillhopa = 2Æ; alltså är A = i,.2Jl eller A=ijt eller A = J0AR. Tänker
man sig nu, att A är medelpunkt och AB radie för en cirkel, så är den
båge, som af f\A upptages, = af periferien (1:15. Cor.; III: 2G) och
denne båges körda B C (—AD) är då sidan i den inskrifna reguliera
tiohörningen. Nämnda sida är alltså = den större delen af radien, då
han delas enligt II: 11.

Prop. XI. Probl.

(Fig. 146.) Att i en gifven cirkel ABCDE inskrifva en regulier
femhörning.

Likasom den inskrifne reg. 10-hörningens sida upptager af periferien,
så upptager den reg. 5-hörningens i af periferien. Apterar man derföre
från samnia punkt F åt ömse håll linier FC, FD, som äro = den inskrifne
reg. 10-hörningens sida, och sammanbinder CD, så är denna linea sida i
den inskrifne reg. 5-hörningen, hvars inskrifniiig sedan lätt
fullbordas genom att aptera CB, B A, AE alla lika stora med CD,
hvarefter D ocli E sammanbindas.87

Emedan bågen CD är — I af periferien och lika stora kordor upptaga lika
stora bågar, så är också båg. BC — båg. AB — båg. AE — i af periferien.
Då måste den återstående bågen DE äfven vara = i af periferien ocli
hans körda DE—CD (III: 29). Således är 5-hörningen liksidig. Han är
äfven likvinklig, emedan alla lians vinklar stå vid periferien på lika
stora bågar, hvardera = à af periferien (III: 27). H. S. G.

Prop. XII. Pro bl.

(Fig. 147.) Att omhing en gifven cirkel ABCDE omskrifvet en regulier
femhörning.

Låt A, B, C, D, E vara de punkter; i hvilka en inskrifven reg.
5-hörnings vinklar stå, ocli drag genom dessa i punkter tangerande
lineer till cirkeln, hvilka råkas i G, lf, K, L, Mj så är GIIKLM den
begärda reg. 5-hörningen.

Sammanbind medelpunkten F med B, K, C, L, D.

Enligt III: 18 och I: 20 A. Anm. är ABFK?° ACFK, således BK— CK,
ABKF=/\CKF, ABFK— ACFK, alltså A BKC = 2 A C KF, A BFC = 2 A CFK. Af
samma skäl är DL—CL, A DEC— 2 A CLF, ADFC=2/\CFL. Men emedan båg. B C
är — båg. CD såsom båda upptagna af en inskrifven reg. 5-hörnings
sidor, så är A BFC— f\DIV, såledeä ock f\CFK— f\CFL (Ax. 7).

Efter nu derjemte vinklarne vid C äro räta (III: 18) och CF gemensam,
så är ACFK°° ACFL. således CK=CL eller KL—2CK och A CKF— A CLF. Det är
ock bevist, att BK är — CK, och kan såsom nu bevisas, att HK är = 2BK,
hvaraf följer, att HK är — KL (Ax. 7). På samma sätt med de öfriga
sidorna: alltså är figuren^liksidig.

Emedan enligt det föregående f\CKF är - a CLF och a BKC= 2 a CKF, a
DLC= 2 a CLF, så är a BKC^ /\ J,LC. Sammalunda de öfriga vinklarne.
Alltså är 5-hörningen regulier. Enligt konstruktionen är han
omskrifven. H. S. G.

Cor. På samma sätt omskrifves kring en älfven cirkel hvarje annan
regulier månghörning, som kan in skrifvas.88

Prop. XIII. Probl.

(Fig. 148.) Att inskrifva en cirkel i en gifven regulier femhörning
ABCDE.

Af Anm. till III: 17 inses, att man här skall skära två närliggande
vinklar midtitu. Skär derföre J\BCD och /\CDE midtitu genom CF och DF,
som råkas i F, och drag FB, FA, FE.

Emedan BC—CD (hyp.), CF gemensam och f\BCF -— f\DCF (konstr.), så är
ABCF9° ADCF (I: 4), således ACBF— f\CDF; men emedan /\CDE är = 2/\CDF
och f\CDE— f\CBA samt f\CDF— f\CBF, så måste f\CBA vara = 2 A CBF eller
f\CBA midtituskuren af FB.

På samma sätt bevisas, att A BAK, f\AED är midtituskuren af FA, FE
resp.

Fäll nu vidare från F lineerna FG, Fil, EK, FL, FM _L femhörningens
sidor.

Efter nu A DCF är .= A KCF och A è‡£F= A CKF— R (konstr.) samt den
likbelägna sidan CF är gemensam, så är ÄCHF^ACKF (I: 26), alltså
FH=tFK. På samma sätt bevisas,, att FL, FM, FG äro hvardera — .F/I
eller FK, således alla fem lika stora. Derföre måste den cirkel, som
har sin medelpunkt i F och hvars periferi går genom en af punkterna G,
II, K, L, M, äfven gå genom de öfriga. Denne cirkel måste ock tangeras
af AB, BC, CD, DE, EA, emedan vinklarne vid G, II, K, I, M äro räta
(III: 16. Cor. 1), och är således inskrifven (def. 5). H. S. G.

Cor. Om två närliggande vinklar i en regulier mång-hörning hvilken som
helst delas midtitu och män från de tu-delande lineernas skärningspunkt
drager räta lineer till de öfriga vinkelspetsurne, så blifva äfven
dessa vinklar midtituskurna. Derföre kan mun på det i propositionen
framställda sättet inskrifva en cirkel i en regulier månghörning med
huru många sidor som helst. (Jfr Anm. till prop. 9.)89

Prop. XIII. Probl.

(Fig. 149.) Att omskrifvet en cirkel omkring en gifven regulier
femhörning ABCDE.

Skär två närliggande vinklar t. ex. /\BCD och /\CDE midtitu genom
lineerna CF och DF och sammanbind dessas skärningspunkt F med de öfriga
vinkelspetsarne. Enligt föregående Cor. blifva då äfven de sednare tre
vinklarne midtitu-skurna; men som den reg. 5-hörningens alla fem
vinklar äro lika stora, så äro deras hälfter det äfven (Ax. 1), således
alla trianglarne likbenta (I: 6) eller FA — FB=FC— FD = FE. Således
måste den cirkel, som har sin medelpunkt i F och går genom en af
vinkelspetsarne, äfven gå genom de öfriga, således vara omskrifven
(def. 6). H. S. G.

Cor. 1. På samma sätt omshifves en cirkel kring en regulier månghörning
med huru många sidor som helst.

Cor. 2. Såsom erhållen genom samma konstruktion är tydligen den
inskrifna och omskrifne cirkelns medelpunkt en ocli samma punkt och
detta gäller ej blott om den reguliera fem-hörningen utan om alla
reguliera månghörningar.

Prop. XV. Probl.

(Fig. 150.) Att uti en gifven cirkel ABCDEF inskrifva

en regulier sexhörning.

Sök medelpunkten G och drag en diameter AD, tag D till medelpunkt för
en cirkel EGC, som går genom G, sammanbind CG, EG och utdrag dem till
periferien i F ocli B. Sammanbind sluteligen AB, BC, CD, DE, EF, FA, så
är ABCDEF den begärda reg. 6-hörningen.

Först är GC—GD=GE (I: def. 15) ocli af samma skäl DC—DG — DE, således
alla fem lineerna lika stora (Ax. 1) och A CGD samt A DGE liksidiga.

Derföre är /\CGD — f\ DGE—§R (I: 32. Cor. 3); men /\CGE+ f\BGC är = 2R
(I: 13), alltså /\BGC—lR.90

Dessa tre vinklar äro ock lika stora mecl sina vertikalvinklar (I: 15),
således alla sex vinklarne vid medelpunkten lika stora, äfvensom de af
dem upptagna bågar (III: 26) och dessas kordor (III: 29).

Derföre är kordan AB = BC= CD=DE— EF— FA och 6-hörningen liksidig.

Vidare är båg. B A = båg. EF, således, om bågen BCDE tillägges, så blir
bågen ABCDE = bågen BCDEF (Ax. 2) och f\AFE= A B AF (III: 27). På samma
sätt bevisas, att de öfriga vinklarne i 6-hörningen äro lika stora,
Derföre är ban ock likvinklig. H. S. G.

Cor. 1. Häraf är klart, att sidan i en reg. ü-hörning, som är
inskrifven i en cirkel, år lika stor med cirkelns radie.

Cor. 2. O in man sammanbinder hvarannan af punkterna A, B, C, D, E, F,
t. ex. A, C, E, så fås en liksidig A (Jfr prop. 11). Detta är clet
beqvämaste sättet att inskrifva en sådan.

Prop. XVI. Probl.

(Fig. 151.) Att uti en gifven cirkel ABCDF inskrifva en regidier
femtonhör ning.

Detta sker med biträde af en liksidig A och en reg. 5-hörning, hvilka
inskrifvas så, att en vinkelspets i hvardera faller i samma punkt på
periferien. Låt AC vara en sida i en inskrifven liksidig A och AB en
sida i en inskrifven reg. 5-hörning. Vore nu periferien delad i femton
lika stora delar, så måste bågen AC, som är = J af periferien,
innehålla fem sådana delar och bågen AB, som är = £ af periferien,
innehålla tre sådana, följaktligen bågen BC två. Skäres nu BC midtitu i
E (III: 30), så är BE = -,L af periferien. Sammanbinder man derföre BE
ocli fortfar att aptera lineer, lika stora med BE, så blir en reg.
15-hörning inskrifven. H. S. G.

Anm. 1. Om mail apterar BG=AB, så är CG = lß-hörningens

sida.91

Anm. 2. För 15-hömingens inskriføing användes den liksidiga A:n ocli
den reg. 5-hörningen, hvilkas sidors antal hafva 15 till produkt. Samma
method lian vid flera andra tillfallen begagnas, t. ex. för att
inskrifva en reg. 30-liöniiiig (då nyttjas en reg. 5-hörning ocli en
reg. 6-liörning), en reg. 12-hörning (då nyttjas en liksidig A och en
qvadrat); lian begagnas dock icke vid dessa, emedan (le kunna
inskrifvas på annat och beqvämare sätt.

Anm. 3. Kär en reg. månghörning kan inskrifvas i en cirkel, så kan man
alltid inskrifva en annan, som har dubbelt så många sidor. Detta följer
af III: 30. Emedan man t. ex. kan inskrifva en reg. G-hörning, så kan
inan genom att halfvera de bågar, som dennes sidor upptaga, inskrifva
en reg. 12-hörning, sedan en reg. 24-liörning o. s. v. Kan man
inskrifva en reg. månghörning med ett jemnt antal sidor, så kan man
genom att sammanbinda hvarannan vinkelspets inskrifva en, som har
hälften sa många sidor. Sä inskrifves 5-hörningen i prop. 11 och den
liksidige A:n i prop. 15 Cor. 2.

Anm. 4. Det är ofta behöfligt att veta, huru stor hvardera vinkeln i en
reg. månghörning är. Detta kan man finna på följande sätt.

Hvarje rätlinig figur (reg. eller icke) kan genom diagonaler indelas i
trianglar, som till antalet äro två mindre än sidorna, d. v. s. om en
rätlinig figur har n sidor, så kan han genom diagonaler indelas i v — 2
trianglar. (Man sammanbinder en vinkelspets med alla de andra.) Summan
af dessas vinklar är = summan af niånghörningens vinklar och —
2[n—2).R. Är månghörningen regulier, så äro de alla lika stora. Som
deras antal är n, sä blir i en reg. månghörning med n sidor hvarje

f\ = Æ __ > — I cn reg. 5-hörning är således hvarje

vinkel = f-ß; i en reg. G-liörning — i V-, i en reg. 8-hörning = JK 0.
s. v.Tillägg.

Då maii jemför problemers upplösning i det föregående med den af
geometriska problemer i Algebra, så visar sig en tvåfaldig olikhet dem
emellan, nemligen både i afseende på de medel, som användas, och i
afseende på sjelfva upplösningens gång.

Medlet för upplösningen är i det föregående geometrisk konstruktion,
men i Algebra är det räkning på sätt som der förklaras.

Upplösningens gång eller methoden för -densamma är äfven alldeles
olika. I det föregående användes den synthetiska methoden (användningen
deraf på ett problem kallas dess synthes), som består deri, att man,
utgående från det gifna, genom användning af kända och förut bevisade
propositioner leder sig till det sökta. Den i Algebra begagnade
methoden kallas den analytiska (användningen deraf på ett problem
kallas dettas analys*)) ocli består tvärtom deruti, att inan antager
det sökta såsom bekant och genom derpå grundade slutsatser leder sig
till något bestämdt och gifvet, som sedan kan läggas till grund för
synthesen. Denna method är visserligen särdeles passande för Algebran
med hennes bestämda räknelagar och föreskrifter, men saknar dock
ingalunda användbarhet i Geometrien. Vet man hvilka satser, som böra
läggas till grund för ett problems upplösning, så är den synthetiska
methoden mycket beqväm och enkel; i motsatt fall är det ofta brydsamt
att finna dem, och om man får en anvisning, så är det ej alltid lätt
att inse de skäl, som ledt till det föreslagna förfarandet. I sådan
händelse har man mycken nytta af den analytiska methoden.

*) Detta ord har oftast en auiian betydelse, som hiir ej är stället att
förklara.93

För att bestyrka det ofvan anförda samt gifva någon ledning för
tillämpningen deraf följa bär några exempel.

Ex. 1. Att inskrifva en cirkel i en gifven tiiangel ABC.

Här kan den synthetiska methoden beqvämligen användas. Af IV: def. 5
vet man nemligen, att den sökta cirkeln skall tangera alla sidorna, och
af III: 17 Anm., att, om en cirkel tangerar två räta lineer, så ligger
hans medelpunkt på den linea, som halfverar deras vinkel. Härmed är
upplösningen på IV: 4 genast funnen.

Vill man använda den analytiska methoden, så antages den inskrifne
cirkeln vara funnen och man kan då sammanbinda hans medelpunkt D (fig.
138) med tangeringspunkterna E, F, G och med ett par vinkelspetsar B
och C. Af III: 17 Anm. vet man då, att BE=BF alltså A BED00 A B FD {I:
4) och A DBE= f\ DBF eller f\ABC midtituskuren. På samma sätt med A
ACB. Deraf synthesen.

Ex. 2. Att konstruera en likbent triangel, som har hvardera vinkeln vid
basen dubbelt så stor som den öfriga vinkeln.

Detta problem förefaller ej lätt, innan man, sett anvisningen till dess
upplösning, och sedan den blifvit erhållen, är man ännu oviss, huru den
blifvit funnen. Tillämpas den analytiska methoden derpå, d. v. s.
antages A A BC (fig. 145) vara den sökta (AB — AC), så finner man, om A
A CB delas midtitu genom CD, att f\ACD måste vara — A A, således AD —CD
(I: 6). Vidare är /\BDC-^ f\A+ f\ACD (I: 32) — 2/\A—/\B, alltså BC= CD
=' AD. Fäller man CEJ_ AB, så finner man af II: 13 att AC1+2BE.AB — AB-
+ BC2; men nu är, såsom lätt bevisas (I: 26), BD—2BE, hvarjemte man har
AB=AC; alltså är (Ax. 3)'AB.BD=BC*=AD\ d. v. s. AB skall tudelas så,
att rektangeln af bela lineen och den ena delen blir = qvadraten på den
andra delen, hvilket visas i II: 11. Häraf får man nu lätt synthesen i
IV: 10 ocli inser äfven skälet dertill.

(Fig. 152.) Ex. 3. Att på en gifven nit linea AB upprita ett segment,
hvari en vinkel kan stå, som ctr lika stor med en gifven vinkel a.94

Antages det begärda vara gjordt, så att segm. ARB är det sökta, samt
medelpunkten C sammanbindes med A och B och CL fälles _L AB, så inses
lätt att A ACB är = 2 f\ ACL; inen den är ock dubbelt så stor som
vinkeln i segm.' ARB (III: 20) och således är /\ACL= f\a. Om man
derföre drager BGA.DE, så är f\ FDG^ /\A eller Arf = skillnaden mellan
R och a. Hade den gifna vinkeln varit trubbig såsom Aa, således det
sökta segmentet mindre än halfcirkeln såsom AH'B, så skulle man med
biträde af I: 13 och III: 22 funnit äfven då f\A= [\F DG = skillnaden
mellan a och R. I båda fallen blir således synthesen denna: sätt i ena
ändpunkten A en f\BAC=R—a eller a—/', allteftersom den gifna vinkeln är
spetsig eller trubbig, skär AB midtitu i L och drag LCA-AB, så är C
medelpunkt till den sökta cirkeln, hvilket utan svårighet bevisas.

Anm. Denna upplösning är en annan än den som gifves i III: 33, hvilken
dock lätt erhålles, om man genom A drager en tangerande linea.

(Fig. 153.) Ex. 4. Att Jrån en vinkelspets rf i cn triangel A BC draga
en rät linea till busen BC, så att qvadraten på den räta, lineen blir
lika stor ined. rektangeln af basens delar.

Antag, att AD är den sökta lineen, så att man har BD .DC—AD-. Om nu en
cirkel omskrifves kring iSABC' (IV: 5) och AD utdrages till periferien
i E, så är BD.DC '= AD. DE (III: 35) — AD'1 eller AD — DE, d. v. s. AE
midtituskuren. Den linea, som sammanbinder D med medelpunkten AJ, skall
då vara vinkelrät mot AE (III: 3). Man skall således öfver AM såsom
hypotenusa så konstruera en rätvinklig A, att den räta vinkelns spets
fäller på BC, d. v. s. man har att öfver AM såsom diameter upprita en
cirkel (III: 31), då den sökta punkten blir den eller de, i hvilka
periferien råkar BC. Om periferien icke råkar BC, så är problemet
omöjligt; om ban tangerar BC, så finnes en, och om han skär BC, så
finnas två sådana punkter, som begärdes. Häraf fås följande synthes.

Om skrif en cirkel kring A DC, sammanbind rf med medelpunkten M, rita
öfver AM såsom diameter en cirkel och sammanbind med den eller de
punkter, D, D', i hvilka95

cirkeln råkar BC. För bevisets skull sammanbindes AD och HD, hvarjemte
AD utdrages till periferien i E. Då är BD. DC = AD. DE (III: 35); men
emedan f\ADM är rät (III: 31), så är AD=DE (III: 3), alltså BD.DC=AD-.
På samma sätt bevisas att BD' .D'C— AD'-. H. S. Gr.

(Fig. 154.) Ex. 5. Att på en gifven cirkels ABC periferi finna en sådan
punkt, att, om från densamma tvä tangenter dragas till en lika stor
cirkel DEE af gifvet läge, kordan, som förenar tangeringspunkterna, är
lika stor med den körda i den förra cirkeln, som uppkommer genom att
förena de punkter, i hvilka lian skäres af de två utdragna tangenterna;
och att bestämma gränsorna för problemets möjlighet.

Vid detta tillfälle synes ingenting i det foregående gifva någon
ledning och man kan ej ens rita en riktig figur, hvilket annars, då man
får taga hvad man vill efter behag, ofta låter sig göra. Nu nödgas man
tillsvidare rita efter ögonmått, så godt ske kan. Antag då, att A är
den sökta punkten ocli drag derifrån tangentenia AD, AF samt utdrag DA,
FA till C, B resp., så skall DF vara = BC. Sammanbind OA,OD, OF.
Antages BC=DF, så är bågen BC = bågen DF och de periferivinklar, som
stå på dessa bågar, äfven lika (III: 27); men nämnda vinkel i cirkeln
DEF är hälften af f\ DOF eller = A AOD, emedan OA delar A DOF midtitu.
Således är A BAC= A AOD; men nu är ock A^AC= AD AF (I: 15), således
AE>AF= AAOD, Som nu A DAO är = \/\ DAF, så är AAOD = 2ADAO-, men AADO
är = R (IH: 18), alltså A A OD + Al>AO—R = 3 /\ DA O eller A DAO=-\R,
f\AODSammanbindes DE, så finner man lätt, att AO=2DO = cirkelns
diameter. Den synthetiska upplösningen blir alltså följande.

Tag 0 till medelpunkt för en cirkel, hvars radie är = den gifnes
diameter, så fås den sökta punkten. (I närvarande figur äro de två.) Nu
skall bevisas, att om tangenterna AD, AF dragas samt DA, FA utdragas
till den förre cirkelns periferi i C och B, lineen DF är = BC.

För beviset sammanbindas AO, FO, DO.96

Emedan nu A O==2 DO samt DE alltid = halfva hypotenusan (IV: 5. Anm.
2), så är A DEO liksidig, följaktligen A DO A—| It, /\DAO=\R-, men nu
är f\DAF{—f\BAC) = = 2ADAO (III: 17),' alltså ABAC = \R. Vidare är A
DOF= 2 A DO A = Il; derföre är vinkeln i segmentet DGF—IR, alltså bågen
DEF = bågen B C (III: 26) och DF= BC (III: 29).

Problemet är möjligt, om den nya cirkeln råkar cirkeln ABC, hvartill
fordras, att MO ej är större än 3DO, men ej eller mindre än DO. H. S.
G.

Cor. Kordan är i detta fall = sidan i den inslcrifne lik-tidige
triangeln.

(Fig. 155.) Ex. G. Att från en gifven 'punkt A utom en gifven cirkel
EDG draga en skärande linea så, att det inom cirkeln belägna stycket af
henne blir lika- stort med en gifven linea BC.

Antager man det begärda gjordt, så att lineen AG är den sökta, och
drager den taifgerande AD, så är (III: 36) AE.AG=AD2. Nu skall EG vara
= BC, alltså är AE(AE-\-BC) = AD-. Frågan är sålunda bringad derhän,
att konstruera en rektangel, då man känner hans yta (— AD'-) samt
skillnaden (= BC) mellan hans sidor. Detta är just probl. III: 36 A,
till hvilket det nu framställda blifvit återförd t. Man kunde nu göra
alldeles så som i nämnda problem, men det faller sig beqvämare att
sammanbinda DO och på denna (utdragen, om så behöfs) afskära ett stycke
DF-— BC samt öfver DF såsom diameter rita en cirkel. Drager nian genom
dennes medelpunkt M lineen AH och tager henne till radie ocli A till
medelpunkt för en cirkel, sä fås punkten G, som sammanbunden med A ger
den sökta AG.

Enligt konstr. ocli III: 36 är All. AK--AD- ocli äfven AG.AE=AD\ alltså
AH.AK^AG.AE; men AG är = AH, således AE=AK, AG—AE= All— AK= IIK=DF= BC.
H. S. G.

Anm. Det händer ej sällan att problemer kunna återföras till eller
göras beroende af III: 35 A och III: 3G A, hvilka just derföre blifvit
i texten intagna.
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